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AVANT-PROPOS 



Dans le cours que j'ai professé au Collège de Fraace, pendant les 
années 1898-1899 el 1899-1900 (»), et dont diverses circonstances 
ont relardé la publication^ je me suis proposé principalement de 
rechercher comment s'exerce l'influence des conditions aux limites 
sur le mouvement des fluides. 

S'il s*agit des liquides, la question revient à un problème analo- 
gue à celui de Dirichlet, \e problème de Neumann (*) qui fait l'objet 
du premier Chapitre de ce( ouvrage. La théorie des fonctions har- 
moniques a subi, dans ces derniers temps, d'importants perfection- 
nements dont la plupart ne se rattachaient que de loin à mon sujet; 
j'ai utilise, en les empruntant à un mémoire de M. StekloiT, ceux 
qui intéressent directement le problème de ISeumann. 



(*) Les Chapitres I à IV correspondent sensiblement au cours de i898 1899, 
et les Chapilies Y-VII. à celui de 1899-1900. J'ai loulefois rajouté à l'impres- 
sion la discussion de la iiiéthode de Neumann d'après M. Slekloff (N^ lî^- 
IS), les conditions nécessaiies pour le minimum du potentiel élas^que 
IS<» 270) et les notes finales. 

(') C'est du moins, la dénomination que j*ai adoptée dans le texte, ay^c 
M. SleklofT. Dans les récents travaux relatifs aux fondions harmoniques, qui 
ont paru pendant l'impression du présent ouvraf;e cette même dénomination 
est employée avec un sens tout différent. 11 y auiait donc lieu de la modifier, 
d'autant plus que, si Fr. et G. Neumann ont reconnu l'importance du pro- 
blème en question, la priorité, au moins en ce qui regarde la publication 
imprimée, paraît revenir à Bjerknes et à Dini. 
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vm AVANT-PROPOS 

Dans le cas des guz, on est, au contraire, conduit à la théorie 
d'Hugoniol, sur laquelle Tattenlion a élé attirée depuis quelques 
années, grâce aux leçons à' Hydrodynamique ^ Elasl'xUè et Acoits* 
tique de M. Duhem. 

Pour rendre tous les services que la Mécanique peut en attendre, 
celte théorie, — même telle que la développent les Mémoires Sur la 
propagation du mouvement dans les corps (Journal de TEcole 
Polytechnique, topie XXXIII, cah. 57-59), où la notion de compa- 
tibilité est mieux dégagée que dans le Mémoire du Journal de 
Liouville, — m'a paru réclamer quelques compléments. C'est ainsi 
que j'ai dû mettre en évidence les faits d'ordre purement cinéma- 
tique en les séparant de ceux qui dépendent des propriétés dyna- 
miques du mouvement. Moyennant cette distinction, ainsi qu'on 
devait s'y attendre, beaucoup de points de vue s'éclaircissent. Grâce 
à elle, en particulier, une représentation géométrique apparaît im- 
médic-tement. Celle-ci, à son tour, permet de rendre plus étroite 
l'analogie qui existe entie les ondes telles que les conçoit Hugoniot 
et celles que considère la mécanique vibratoire. 

Enfln, il y avait lieu de rapprocher^de la théorie d'Hugoniot celle 
des caractéristiques des équations à plus de deux variables indé- 
pendantes qui en e^t l'expression analytique et dont J. Beudon, 
avant sa mort crutUement prématurée, a pu poser les fondements. 

La résolution du problème de Cauchy pour les équations linéai- 
res, suivant la voie ouverte par Kirchholl, se relie d'une manière 
directe à la notion de caractéristique et se plaçait naturellement après 
elle. Je n'ai toutefois pas développé dans tous ses détails une théorie 
qui, mal^^ré les importants travaux publiés depuis Tépoque où ce 
Cours a été professé, n'est pas encore parvenue à tfa forme défini- 
tive. 

Au reste, par sa nature même, un exposé comme celui dont j'ai 
essayé de définir ainsi l'objet et qui, à la rigueur, comprendrait 
toute la mécanique des milieux continus, ne saurait être complet^ 
et je n'ai pas eu la prétention de l'être^ 



Digitized by 



Google 




. AVANT-PROPOS IX 

Je tiens à remercier ici M. Guadet, ancien élève de l'Ecole Poly- 
technique, dont la collaboralion m'a élé très précieuse. Je lui dois 
en grande parlie la rédsclion des deux premiers Chapitres, dont il a 
également perfectionné certaines démonstrations. Je suis très heu- 
reux d'ailleurs d'exprimer ma reconnaissance à tous mes auditeurs 
du Collège de France, dont l'aide complaisante a facilité à bien des 
égards la publication de ces leçons. 

J. Had/mard. 



r' K^ 
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ERRATA 





Au lieu de : 


Page 25, ligne 7 en remon- / 


' r r r 


*'"'• ^ J 


J'^VJ 


Page 26, avant- dernière 




formule, an second mem- 




bre 


dG 


Page 28, ligae 13 (formule). 


AS'j - Ai'Bj 



Lire 



/ / podS = / / pdS / 



Page 35, ligne 3 (formule). — ^\ / ï" ^^^5 
Page 49, formule (45) . . / A,(V,W)dS+ / W~ ftS 



dS 
A.B'. — A'iB.- 






Y"FdS 



VdS 



A,(V.W)dS 



+ l WAjVdS 



Id., ligne 10 en remontant. régulière et non nulle 

Page 57, ligne 9 . . . . harmonique 
Page 77, ligne 4 en remon- 

t**** les initiales devenues 

Page 83, note Journal de VEcole Poly- 

technique, tome XXXIX 
Page 101, lig/ie seconde à 

partir de la formule (47). ^1 8«a? , ô<p 8«y , ôco gi^ 



ff 



WAtVdS 

régulière et non constante 
harmonique 

les indices devenus 

.. tome XXXIII 
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ERRATA 



Page 102, ligne 3®, en re- 
montant 



Page 129, dernière ligne . 

Page 130, formule (4) . 

Pages 132 et 133, passim 
Page 133, formule (8) . 
Page 144, ligne il en re 

montant 

Page 158, ligne 5. . . 

Page 163. formule (32) . 

Page 170, formule (53). 
Page 172, ligne 7. . . 



Au lieu de 



V 



ÔM? , „ 1 5p 












Lire : 
Tt 

0^ p èz 



:^ QP àjpu) h(pv) ^(pw) 

^x ôt "T" ôar "^ ôy "*" 0^ 



(2) 
D, B', B, G. A 

sans doute quelques di-ffi- 
cultés 



(5) (5) 

6T dT 

D. B', B, — C A 

/ ^* — 5f \ 

J \/l^ [\ - 5') (T. - t/) 

en g-^néral des difficultés : 
nous le rencontrerons au 
§ 3, no* 194 et suiv. dans 
un cas particulier. 

Id., ligne 10 le long dô z j^ ^^^^ àxkqyxoi z 

Page 187, avanl-dernière 
ligng une telle discontinuité ^^e telle continuité 

Page 190, ligne 9 en re- 
montant second second ordre 

Page 202, ligne 16 ... Hj H3 H,^H.2 

Page 205, ligne 8. ... {Qe>) (66') 

Page 225, troisième for- ^ 

mule (1) ^ 5;^ 

Page 233, ligne 16 ... gf ^ 

Page 239, ligne 13 (for- 
mule) ....... «!« + V|P + w?iT w,a + ViP + ttJiY 

Page 2G0, ligne 14 . . . les valeurs (14) les valeurs (25j 

Page 270, ligne 7 en re- 
montant -§p — Li ^ -^ — L, 

Page 286, ligne 3 en re- 
montant Nous retrouvons donc les Nous retrouverons donc, si 

mômes conclusions Jl^'— 6îJb' «'««^ P^* "^^ 

Page 287, ligne 6, en re- les mêmes conclusions 

montant dont la portion représentée dont la positionre, présentée 

Page 297, ligne 10 en re- ^ ^ 

montant La condition =0 La condition ^ 

OPnn — 1 Opnn - 1 

Id., ligne 6 en remontant. une nouvelle condition de nouvelles conditions 

Page 314, note L'évanouissement simul- L'évanouissement simultané 

tanée 
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BRRATA XIII 

Au lieu de : Lire : 

Page 316, 6« ligne de la 

note Optik Optih 

Page 319, ligne 11 . . . D (a?i, ... X2, a?«) D (a?,, a?2 ..., Xm) 
Page 331, ligne 11 en re- 
montant on de leurs dérivés ou de leurs dérivées 

Page 336, dernière ligne. a, b, c a, b^ c ' 
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CHAPITRE PREMIER 



LE DEUXIÈME PROBLÈME AUX LIMITES DE LA THÉORIE 
DES FONCTIONS HARMONIQUES (i) 



§ i. — PROPRIÉTÉS CLASSIQUES DES FONCTIONS HARMONIQUES 



!• — On sait qu'une fonction V est dite harmonique dans un domaine 
D si, pour tous les points intérieurs à D, elle même et ses dérivées des deux 
premiers ordres ont des valeurs déterminées et si de plus 

1* elle satisfait à l'équation AV = ; 

2° dans le cas où le domaine D est illimité, elle est régulière à l'infini, 
c*est-à-dire qu elle se comporte comme un potentiel et ses dérivées, comme 
les dérivées d'un potentiel. 

Sont harmoniques, en dehors des masses attirantes : 

1*^ les potentiels de distributions spatiales 



///"' 



'.r dy dz 



(^) Voir entre autres : Bjbrknbs, Sur le mouvement simultané des corps^ Act. 
Soc. Se. Christiania, 1868-1871 ; Dmi, SulV Equa^ione ^iu = 0. Annali di Mate- 
roalica, série II, tome 5; 1871 ; Betti, Principii dell Idrodinamica razionale, Mem. 
Ac. Se. Bologne, tomes 1-5, 1871-1874; C. Neumann, Untersuchungen ûber dos 
Logarithmisohe und Newton'sche Potential, Leipzig, 1877; Fr. Neumann, Potential 
und Kugelfunctionen^ édité par G. Neumann, Leipz. 1887 ; Stbkloff, C. R. Ac. 
Se., passim ; Les Méthodes générales pour résoudre les problèmes fondamentaux 
de la Physique mathématique, Ann. Fac. Se, Toulouse, 2^ série, tome II, et un 
autre ouvrage (en russe) de même titre, Kharkow ; 1901 ; Poincaré, passim, etc. 

Hadanard 1 



Digitized by 



Google 



CHAPITRB î 

2^ les potentiels de simples couches 



m 



dS 



3' les potentiels de doubles couches 



//"« 



- dS 



fooctions du point H dans lesquelles U désigne une fonction de Télément 
d'intégration appelée densité ou épaisseur. 

A la seule condition que l'épaisseur U soit partout finie, ces potentiels 
sont partout finis et continus ainsi que leurs dérivées premières, excepta, 
s'il s'agit de potentiels superficiels, sur la surface qui les porte : sur celle-ci 
il y a discontinuité pour le potentiel de double couche et pour les dérivées 
premières du potentiel de simple couche : les intégrales qui représentent 
soit la première de ces fonctions, soit la dérivée normale de la seconde 
subissent deux augmentations brusques égales à 2irU lorsqu'on passe d'un 
point pris dans le voisinage de la surface et du côté de la normale positive 
à un point pris sur la surface, puis lorsqu'on passe de ce dernier à un 
point pris dans le voisinage de l'autre côté. Les dérivées tangentielles du 
potentiel de simple couche, au contraire, restent continues. La dérivée 
normale du potentiel de double couche reste également continue sous cer- 
taines conditions de continuité de l'épaisseur U, lesquelles sont, en parti- 
culier, vérifiées si U a, sur la surface des dérivées premières et secondes (^). 

Si V est une fonction harmonique, dans un domaine, on a, en dési* 
gnant par r le rayon vecteur issu d'un point quelconque de la surface 
limite et aboutissant au point A : 



*V J \ ^'* '' 



^ ^ \ ^ 0, si A est extérieur au domaine. 

f* dît / j • • 

/ Va si A est intérieur. 



Cette formule exprime la valeur de V en A en fonction de ses valeurs et 



(») Voir, par exemple, Liapounol! : Sur les potentiels de double couche^ Kharkow, 
1897 ; et Sur certaines questions qui se rattachent au problème de Dirichlet, Jour- 
nal de Mathématiques, 1898. 
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PRÛBLÈMB AUX LIMITES DE LA THÉORIE DBS FONCTIONS HARMONIQUES 3 



de celle de sa dérivée normale sur une surface quelconque entourant ce 
point, et cela âous forme d*une somme de potentiels de simple et dédouble 
couche. 

On en conclut qu'une fonclion harmonique daiis un domaine : 

1** est analytique^ c'esl-à-dîre développable en série de Taylor autour de 
tout point intérieur au domaine ; 

2** ne peut avoir ni maximum ni minimum en un point intérieur. 

La première de ces deux propriétés peut encore s'énoncer sous la forme 
suivante : 

Si deux fonctions harmoniques V, et V^ sont déBnies dans deux domaines 
Dj et Dj extérieurs l'un à l'autre, mais ayant une frontière commune E ; si 

leurs valeurs \^ et Vj ainsi que celles de leurs dérivées normales -3—* et -r-^ 

(celles-ci comptées toutes les deux dans le même sens) sont les mêmes 
sur 2, Vj et Vg, sont le prolongement analytique Tune de l'autre. 

La seconde ee généralise en ce sens que non seulement une fonction har- 
monique ne peut avoir ni maximum ni minimum, mais que étant données 
les limites extrêmes L et V de cette fonction sur une surface fermée, on 
peut trouver, pour la différence des valeurs qu'elle prend en deux points 
donnés situés à l'intérieur de cette surface, une limite supérieure qui est 
une fraction déterminée de L' — L. L'une des conséquences de celte 
remarque est le théorème de Harnack, d'après lequel : 

1* Une série dont les termes sont des fonctions harmoniques et positives 
dans un domaine D ne peut être convergente en un point intérieur à ce 
domaine sans être uniformément convergente et harmonique ainsi que les 
séries dérivées, dans tout domaine intérieur à D ; 

2^ Une série de fonctions harmoniques uniformément convergente sur la 
frontière d'un domaine est d'ailleurs uniformément convergente et harmo- 
nique dans tout ce domaine. 






2* — La notion de fonction harmonique peut s'appliquer à un nombre 
quelconque de variables. Dans le plan, on sait que toute fonction harmo- 
nique est la partie réelle d'une fonction syneclique de la variable ima- 
ginaire z =x -\- iy, et réciproquement. Soit V la fonction harmonique, 
V -4- iW la fonclion syneclique : West une autre fonction harmonique, 
qui sera dite conjuguée de V. On a : 



dW 
ds 



dW 

dn ' 
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OÙ ds est un élément d'arc quelconque, dn un élément d'arc normal au 
premier et positif à gauche. On en tire : 

Une fonction conjuguée est donc déterminée à une constante près. V étant 
uniforme, W ne le sera que si 



/ 



dn 



le long du ou de l'ensemble des contours limites. 

La fonction qui joue, dans le plan, le même rôle que - dans l'espace est 

log-. Elle donne naissance à des potentiels (potentiels loçarithmiqiies), 

analogues à ceux dont nous venons de parler au n^ 1 , et qui sont harmo- 
niques dans toute région du plan extérieure aux lignes ou surfaces atti- 
rantes. 

Une fonction harmonique dans le plan est dite régulih^e à Vinflni si 
l'on peut trouver deux constantes M et C telles que Tallure de la fonction 
à l'infini soit celle de 

M log ? 4- C. 

3* Problèmes aux limites. — On peut se proposer de déterminer une 
fonction V harmonique soit par la connaissance de ses valeurs V sur 

dS 
la frontière, soit par celle des valeurs -r- de sa dérivée normale, soit 

d^ — 
par oelle des valeurs de ^ hV,h étant une quantité positive. Le pre- 
mier de ces problèmes est le 'problème de Dirichlet : problème intérieur 
quand tout le domaine d'intégration est à distance finie; problème ex^ 
térieur quand il s'étend à l'infini en tous sens : dans ce dernier cas, il est 
bien entendu que la fonction doit êlre régulière à l'infini. 

Si le problème de Dirichlet a une solution^ il n*en a qu'une, sauf s'il 
s'agit du problème extérieur dans le plan, car alors la condition que deux 
fonctions soient régulières à finGni n'implique pas que leur différence y soit 
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PROBLÈME AUX LIMITES DE LA THÉORIE DES FONCTIONS HARMONIQUES 5 

nulle. Il faudra donc se donner alors l'une des deux constantes M et C. 
On ne peut pas toujours se donner arbitrairement C, mais on peut toujours 
se donner H ; par exemple, s'imposer la condition que M = 0. 

4« — La question relative aux fonctions harmoniques dont la solution 
intéresse le plus Thydrodynamique n*est pas le problème de Dirichlet, 
mais le deuxième problème atuc limites ou problèfne de Neumafin, celui 
dans lequel on donne les valeurs de la dérivée normale. Ce deuxième pro- 
blème aux limites, dont Fétude est beaucoup moins avancée que celte du 
problème de Dirichlet^ est celui dont nous allons nous occuper maintenant. 
Il peut être, comme le premier, intérieur ou extérieur. Dans le premier 
cas, le théorème de Gauss fournit une condition de possibilité 



(1) 



/ 



dn 

dV 
dn 



_- {f S == dans l'espace, 



ds = dans le plan, 



les intégrales étant prises sur l'ensemble des frontières du domaine. Par 
contre, si le problème est possible, il entre évidemment une constante 
arbitraire additive dans la solution. 

Dans le cas du problème extérieur, il n'y a pas de condition de possi- 
bilité, et pas de constante arbitraire additive si l'on est dans l'espace, h 
cause de la condition de régularité. Dans le plan, au contraire, la constante 

additive C subsiste. Quant à la constante M du terme M log - , elle est dé- 
terminée par le théorème de Gauss 

M = 






2tc / dn 



5. Problèmes généralisés. — On peut encore déterminer une fonction 
U par la condition 

(2) AU = /; 

où /est une fonction donnée, et par des conditions aux limites semblables 
aux précédentes. 
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6 CHAPITRB 1 

Les problèmes ainsi posés se ramènent immédialement aux problèmes 
sur les fonctions harmoniques correspondants. 
Posons en effet 

u = - W + V, 

W étant le potentiel spatial 

W=A / / / 'zda^dydz 



On a : 



avec 



ou 



AV = 
V=ÎJ-h W 

dn dn dn 

Une transformation analogue ferait disparaître, au lieu du second membre 
de Téquation aux dérivées partielles, celui de la condition aux limites. 



§ 2. — LE DEUXIÈME PROBLÈME AUX LIMITES 
EXISTENCE DE LA SOLUTION 

O* — Lord Kelvin a indiqué, pour établir l'existence de la solution du 
deuxième problème aux limites, une méthode analogue à celle qu'adonnée 
Riemann pour le problème de Dirichlel. Cherchons le minimum de l'inté- 
grale 



J 



///[©•- Cl)'- a')']"-^- 



pour les fonctions V satisfaisant à l'équation 
(8) K= I VFrfS 



où K est une constante arbitraire, mais non nulle ; nous désignons par F 
les valeurs données de la dérivée normale sur la surface. 
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Si on suppose la condîlion de possibilité remplie, soit 



(1') 



/ I F(£S = 0, 



I est positif quelle que soit la fonction V et ne s*annule pas si Téqua- 
tion (3) est vériGée : en effet I ne peut s annuler que si Vest une constante, 
ce qui donnerait (en vertu de Téquation (1') ) 

K = 0. 

Dès lors on est amené à penser que I a, pour les fonctions V satisfaisant 
à Téquation ^3), un minimum positif. Si on suppose, ce jqui n'est pas 
démontréy que ce minimum est réellement atteint pour une fonction V 
particulière, on peut démontrer avec lord Kelvin que cette fonction V 
constitue, à un facteur constant près» une solution du problème aux limites 
proposé. 

Changeons en effet V en V -h£ W dans 1, celle-ci devient I -h 8, 1 4- S,I -h . .. 
où $nl représente l'ensemble des termes en e" dans le développement de I 
effectué suivant les puissances croissantes de e. On doit avoir 

8^ I = 

quelle que soit W, pourvu que cette fonction satisfasse à 



(8') 
Mais 



// 



WFrfS = 0. 



S,l=2î 



fil \ôa! ùx ^ iy ty ^ i>z i>z / ' 



Il faut donc que l'équation 
(4) 



//w^-*///wM- 



dxdydz = 
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CHAPITRE 1 



ne conséquence de l'équation (3'). Prenant d*abord pour W une 
)n nulle sur la surface et ayant le signe de AV partout ailleurs, on 
i*il faut avoir dans tout le domaine 



AV = 0. 

dn 



lion (4) se réduit dès lors à son premier terme. Elle montre que -y- 



re proportionnel à F. 

îfTet, nous allons voir que, quelle que soit la fonction U, on aura 



//' 



LFrfS 



fM. 



dS 



t un nombre bien déterminé. Il suffit évidemment de montrer que 
port est le même pour deux fonctions quelconques U el U'. Or, 
s que soient U et U', on peut toujours trouver une constante (i telle 
-h it-U substituée à VV dans Téq nation (3') satisfasse à cette équation, 
îvra donc satisfaire aussi à Téquation 



// 



W^dS = 0, 
d7i 



suffit h démontrer la proposition. On en tire 



//^(^-S-'s-o. 



que soit la fonction U ; il faut donc que tous les éléments de Tinté- 
Boient séparéments nuls, soit : 



^=^z 



C. Q. F. D. 



;iproquement, une fonction harmonique V satisfaisant à Téquation (5) 

sra à l'équation (3), K étant convenablement choisi, et, parmi toutes 

jtres fonctions satisfaisant à cette équation (3), rendra minima Tin- 

ï. 

est d'ailleurs clair que le raisonnement précédent prête aux mêmes 
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objectioQs que le raisonnemeat aaalogue de Riemann, rien ne permettant 
d'affirmer l'existence du minimum considéré. 

7. — • En réalité, non seulement on n'est pas certain, a priori, qu'un pro- 
blème quelconque de calcul des variations ait une solution, mais il est aisé 
de voir que le cas où la solution existe ne doit en aucune façon être consi- 
déré comme plus général que le cas opposé. 

Considérons, par exemple, l'intégrale 



/ 



\/dx^ -H dy^ 



Si l'on cherche le minimum de cette intégrale relativement aux différents 
arcs de courbes qui joignent entre eux deux points A et B du plan, on voit 
que ce minimum existe et est fourni par le segment de droite AB. 

Gherchon» maintenant le minimum de la môme intégrale, lorsqu'elle est 
étendue, non plus à tous les arcs de courbes qui joignent A et B, mais seu- 
lement à ceux de ces arcs qui admettent en A et B des tangentes données. 
Il est aisé de constater que ce minimum n'est pas effectivement atteint. Il 
existe, en effet, des lignes (par exemple des arcs de coniques de plus en plus 
aplaties) admettant en A et B les tangentes données, et dont la longueur 
diffère d'aussi peu qu'on veut de celle de la droite AB. Cette dernière lon- 
gueur est donc le minimum cherché : or, elle ne correspond à aucune ligne 
satisfaisant aux conditions du problème. 

Nous avons donc ainsi deux problèmes de calcul des variations dont l'un 
admet une solution, l'autre non. Or, il n'y a aucune raison, a priori, pour 
se poser Tun de ces problèmes plutôt que l'autre, et c'est le second qu'il 
aurait été le plus naturel d'envisager si, dans l'intégrale proposée, la fonction 
inconnue avait figuré non seulement par sa dérivée première, mais encore 
par sa dérivée seconde. 

D'une manière générale, considérant l'intégrale 

ri 

et étant données les valeurs de y, t/ ',..., yt^) pour x = Xq et pour a; = a;,, les 
méthodes classiques du calcul des variations apprennent à trouver le mini- 
mum de l'intégrale si v < (x — 1. Mais si, au contraire, v > (jl, le minimum 
n'est pas effectivement atteint (sauf pour des valeurs particulières des don- 
nées). 
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8.— La théorie des fonctions harmoniques elle-même fournit aisément des 
exemples analogues. Cherchons, en effet, le minimum de l'intégrale 



1 = 



fffmr-mA'Sïh'^'- 



la fonction V étant assujettie à cette double condition que V et sa dérivée 
normale prennent, sur la surface S limite de T, des valeurs données "V et V»'. 
Si un tel minimum était atteint, il correspondrait nécessairement à une fonc- 
tion harmonique, alors qu'il n'en existe aucune vérifiant à la fois les deux 
séries de conditions aux limites données. 

Le minimum est d'ailleurs fourni par la fonction harmonique Vo qui prend 
sur S les valeurs données V. C'est ce que Ton constatera (du moins dans le 
cas où cette fonction a ses dérivées finies au voisinage de S) en considérant 
les fonctions de la forme 



où X est une constante positive; <p, une fonction quelconque satisfaisant, sur 

Vn'; F = l'équation de S, F étant positif 



S, aux conditions <p = V, ^^^ 



ôF ôF î^F 
à l'intérieur de T et les dérivées •--» — > r- n'étant pas toutes nulles sur S. 

àx ày oz * 

On aura 



ôV 


d<P 






dX 


dX 


ôV 


-^ 


«y 


cy 


ôV 


_ftj 


w 


i>Z 



X 6X 



(Vo-?)à( 



m) 



by — dy ^ F ^Tk dy ^ ^^o f> b^\F ^Tk) 

On voit par là que la fonction V satisfait, quel que soit X, aux conditions, 
aux limites données, puisque Vq — «p est seul sur S. De plus, en vertu des 

V — <D 

hypothèses faites sur V© et sur F, le quotient -t« — '- ne dépasse pas une 

certaine limite K : il en résulte que les dérivées de V sont partout inférieures 
en valeur absolue à une limite indépendante de X. 
Dès lors, l'intégrale I, pour X très petit, tend vers la quantité 



i.= 



r//[(S)V(t)v©']-.. 



dz^ 



ainsi qu'on le voit en divisant l'intégrale en deux parties, l'une relative à la 
région où F < e, et qui tend vers zéro avec e (quel que soit X) parce que 
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le volume d'intégration est infiniment petit ; l'autre relative à la région où 
F > e et où (e ayant une valeur déterminée quelconque) les différences 

ôa? àx K>y ^y ô^ àz 

sont infiniment petites avec X. 

Le minimum cherché est donc lo et ne peut être atteint par des fonctions 
satisfaisant aux conditions ixnposées ('). 



§ 3. - CAS DU PLAN 

9. — Dans le plan (Dini, loc^, cit.), le deuxième problème se ramène 
immédiatement au premier. 
En vertu de réquation 

dV _ __ dW 
dn ds 

OÙ W est la fonction conjuguée de la fonction cherchée V, on est évidem- 
ment conduit aux opérations suivantes : 

i^ Quadratures pour déterminer W^le long des contours limites ; 

2^ Résolution du premier problème aux limites sur la fonction W ; 

S"* Dérivation de W et quadrature 






j ds = V. 
ds 



10. Discussion de la solution. — i* Problème intérieur, — Bien en- 
tendu la condition de possibilité est vériGée, soit 



(1) 



/s*=«. 



rintégrale étant prise le long de l'ensemble des contours tant extérieurs 
qu'intérieurs. 

(A) Tout récemment, M. Hilbert est arrivé à modifier le raisonnement de Riemann 
de manière à prouver Texistence de la solution pour le problème de Dîrichlet et 
même., plus généralement, pour un problème quelconque de calcul des variations, 
moyennant, bien entendu, des conditions restrictives dont la nécessité résulte de ce 
que nous venons de dire. 
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Si 1 aire donnée est à un seul contour, cette condition exprime que la 
fonclion W est uniforme le long de ce contour, puisque Ton a 






as 



Dès lor?, la fonction W est bien déterminée dans toute Taire, et l'inté- 
grale I — dy — *-— dXy uniforme dans la même aire, fait connaître la 

fonction cherchée. 

rdW 
-1- ds ne sera pas, en général, 

nulle sur chacun d'eux, et par conséquent, la fonction W aura sur ces 
contours, des périodes. Mais on fera disparaître n — i de ces périodes (et, 
par suite, la n*'"^, en vertu de l'équation (1)) en retranchant de la fonc- 
lion V -h tW, des fonctions logarithmiques convenablement choisies, par 
exemple de la forme 

Xa log (x H- iy — oif,) (h = i, 2, ..., n -— 1), 

a,, a^, ... a„_| étant les af fixes de points situés respectivement à Tin térieur 
des n — 1 contours intérieurs et les X des constantes réelles. Les terme 
ainsi introduits ne modiûent d'ailleurs V que d'une quantité uniforme. 

Celte précaution étant prise, on connaîtra les valeurs de W aux limites» 
mais seulement à une constante additive près sur chaque contour. 

Lorsque n == i, la constante unique ainsi ajoutée aux valeurs de W au 
contour s'ajoute par cela même à la fonction W dans toute l'aire : elle est 
sans influence sur la valeur de V. 

Mais, pour n ]> i, une seule des constantes additives Cj, c^, .., Cn cor- 
respondant respectivement aux différents contours C,, C,, ..., C„ de Taire 
peut être considérée comme insignifiante. Les n — 1 autres (ou plutôt les 
différences Cj — Cn, c, — Cn, ...i Cn—i — c„) influent d'une manière essen- 
tielle sur la fonction W. 

D autre part, pour que la fonclion Vsoit uniforme dans l'aire considérée, 
il faut que Ton ait, sur chacun des n conlouis. 



/ 



dn 



les 71 équations ainsi obtenues se réduisant d'ailleurs kn — 1, puisque la 
fonction W est harmonique. La question est donc de déterminer les cons- 
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tantes Cj, c^, ..., c„ _| (en supposant c» = 0, ce que Ton a le droit de faire 
d'après ce qui précède) de manière à satisfaire aux conditions qui viennent 
d'être écrites. 

Soit (pj la fonction harmonique qui prend, sur Gj» la valeur constante i 
et» sur chacun des n — i autres contours donnés, la valeur zéro ; et soit 

YJ rintégrale I -p ds^ prise le long du contour G;. L'addition de la cons- 

tanle Ci aux valeurs de W sur le contour G» ajoutera évidemment à W le 

r dw 

terme Ci^i el à I -r- ds, le terme Ci^y Les équations auxquelles devront 

satisfaire les Ci seront donc de la forme 

n — i 

2 ^•ïj = *y = ^ 2, ... n) 

i = 1 

où les sy sont des quantités données. 

Ges équations, se réduisant h n — 1 distinctes, détermineront les e^, à 
moins que le déterminant S ilz yÎ ï* ••• T*-l ^^ soit nul. 

Mais cette dernière hypothèse ne peut se réaliser, ce qui revient à dire 
qu'on ne peut jamais, par des valeurs non toutes nulles des Ct, satisfaire 
aux équations 

n — i 

V ca; = (J=l,2, ...,n-l). 

i = i 

En effet, ^i étant constamment compris entre et 1, la quantité 7/ est 
certainement négative et la quantité y/ (i ^J) positive (*). En particulier, 

n 

on a Yn>0(î= i, 2, ..., n — 1) et, par conséquent, l'identité ^ Y/=0 

t = i 
(laquelle résulte de l'identité évidente ?i -f- ?t -+- .•• -*- ?n = i) donne 

n-1 

I ï/ 1 > 2' ï/ 

où le signe S' désigne une somme étendue aux indices i qui sont différents 



(1) Les quantités y/ ne sauraient être nulles si Ci, G2, .... C»-i désignent les con- 
tours intérieurs : il faudrait, en effet, pour cela, que ^ fût partout nul sur C^.Mais, 

dans ce cas, la fonction ç, et la fonction égale à (pour i ^j) om k i (pour i = /) 
dans tout l'intérieur de Cy seraient {n^ 1) en prolongement analytique Tune de 
l'autre, et 9» serait constant, ce qui est absurde. 
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14 CHAPITRE 1 

de^. L'équation correspondant à l'indice j ne saurait donc être vérîGée 
si Cj est la plus grande en valeur absolue des quantités c^, c,, ..., Cn.i» 

"t Problème extérieur, — On retranchera de V, comme précédemment, 
des termes logarithmiques tels que la fonction conjuguée W n'ait point de 
périodes sur les contours limites ; et Ton conviendra de déterminer cette 
fonction W de manière que la constante M (n*" 2) soit nulle. Dans ces 
conditions, les choses se passent exactement comme pour le problème 
intérieur : la fonction «posera la fonction harmonique qui est égale à un sur 
le contour d'indice iy à zéro sur tous les autres contours, et qui est régu- 
lière à TinGni avec une constante M égale à zéro. 



§ 4. ~ CAS DE L'ESPACE — APPLICATION DE LA MÉTHODE DE NEUMANN 

1 !• — La question n'est pas aussi simple dans le cas de Fespace. Il ne 
suffit pas alors de pouvoir résoudre le problème de Dirichlet par une 
méthode quelconque pour en déduire la solution du deuxième problème 
aux limites. 

Par contre, on peut déduire cette solution de la résolution du problème 
de Dirichlet par la méthode de Neumann, 

On sait en eiïet, que cette dernière donne la solution cherchée sous la 
forme d'un potentiel de double couche. 

Cela posé, supposons qu'il s'agisse du problème extérieur, et prenons 

F 

un potentiel de simple couche de densité .y-, la normale étant positive à 

l'intérieur du domaine (c'est-à-dire à Textérieur de la surface limite 
donnée S) et F désignant la valeur donnée de la dérivée normale. Soient W 
ce potentiel, U sa valeur sur la surface. Déterminons ensuite un potentiel 
de double couche défini à Vintérieur de S et prenant les valeurs U aux 
points infiniment voisins de S situés à l'intérieur : soit W ce potentiel, qui 
s'obtient par la méthode de Neumann et dont la dérivée normale est con- 
tinue au passage de S. 
La fonction cherchée est 

V = W — W '; 

en ciïet cette fonction, étant la différence de deux potentiels, est bar* 
monique dans le domaine considéré. De plus sa dérivée normale prise 
sur la surface limite a pour valeur 

dy^dW_dW^(m_dV^^^¥^^ 
dn dn dn dn dn 2-k 
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Dans le cas du problème intérieur, il y a une condition de possibilité : 



// 



FdS =: 0. 



On suivra d'ailleurs exactement la même voie que pour le problème exté- 
rieur. La condition de possibilité exprimera que la constante C qu'il faut 
ajouter dans la méthode de Neumann au potentiel de double couche pour 
le problème de Dirichlet sera nulle. La différence des dérivées normales 
se calculera comme dans le cas précédent. 

12. — L'emploi de la méthode de Neumann peut prêter toutefois à deux 
sortes d'objections : 

1^ Neumann n'a démontré la légitimité de sa méthode que dans le cas 
d'une surface convexe et non biétoilée. M. Poincaré (*) a levé cette restric- 
tion en démontrant dans des cas bien plus étendus la convergence des 
développements de Neumann ; 

2* 11 n'est pas évident que la fonction obtenue ait toujours une dérivée 
normale» et l'étude des conditions d'existence de cette dérivée est assez 
délicate (voir Liapounoff, Journal de Mathémaliqtces pures et appli- 
quées 1898). 

Les conditions suffisantes obtenues à cet égard par M. Liapounoff sont 
de forme relativement compliquée, et rien ne dit que ces conditions soient 
remplies par les fonctions successives à la formation desquelles conduit la 
méthode de Neumann. 

Cette deuxième objection a pu être également levée. Grâce aux travaux 
de MM. Stekioff et Korn, nous allons montrer, comme l'a fait M. Slekloff 
dans les Mémoires cités plus haut, qu'il suffit d'avoir établi la légitimité 
de la méthode de Neumann telle qu'on l'étudié habituellement, pour pou- 
voir l'appliquer au problème qui nous occupe. 

La méthode de Neumann ainsi appliquée revient d'ailleurs, ainsi que 
nous allons le voir, à la méthode donnée par Robin pour la recherche de 
la distribution électrique en équilibre. 

Nous désignerons par M Uâi point déterminé quelconque, par r sa dis- 
tance à un point variable M' de la surface. Toutes les quantités relatives à 
ce dernier point seront indiquées par des lettres accentuées. C'est ainsi^que 



(() Acta Mathematica, t. 20 ; 1896. 
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nous désignerons par dS' un élément de la surface S entourant le point M', 
lorsque nous intégrerons par rapport à la position de ce point sur la sur- 
face ; par dn' un élément de la normale en M^ au lieu que dn désignera 
un élément de normale en M, lorsque M sera sur la surface ; par V, la 
valeur en M' d'une fonction quelconque V. 

Une fonction quelconque V pourra d'ailleurs avoir des expressions diffé- 
rentes suivant qu'on sera à l'extérieur ou à Tintérieur de S : elle sera 
désignée, suivant Tusage, dans le premier cas par Ve,dans le second par Vj. 
C'est ainsi que, pour un potentiel de simple couche, par exemple, nous 
aurons à distinguer en un point M de la surface les deux dérivées normales 

d\ dV 

^ et -^— . Nous considérerons en outre Tintégrale 



j j^l^s'^jj'^ 



C08 (r, n) dS'y 



dS 
(p étant la densité) autrement dit la valeur de -p qu'on obtiendrait en dif- 

férentiant sous le signe f / , comme si cette différentiation était légitime 

c^V d\ 
et qui esl, comme on sait la moyenne des deux dérivées -^— ' et ~~ . 

Nous désignerons celte dernière quantité par la notation [y-)- 

Po étant une fonction continue sur la surface S; considérons la suite de 
quantités 



qui sont précisément celles qui interviennent dans la méthode de Robin Q), 

(*) Toutefois» dans cette dernière, la fonction po est prise telle que j j podS ^ 0. 
tandis que nous aurons, au contraire, à supposer cette môme intégrale nulle. 
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Ces quantités peuvent être exprimées à l'aide de potentiels de simples 
couches. Si, en effet, l'on pose 



\'j 



1 r /"/rfv.vds' 

2- J I \dn) r ' 



V, = - 



V _ * r f/dV.^A'dS' 

^* - ~ fil J \-dir) r • 

les équations (6j donneront évidemment 

/dVA /d\\\ /rfVA 

D'après les propriétés connues des potentiels de simples couches, toutes 
les intégrales (6) et (7) existeront et seront continues dès que la fonction p^ 
possédera celte propriété. 

D'autre part, la fonction V^ étant harmonique à l'intérieur de notre 
domaine et possédant des dérivées normales à la frontière, on a, en un 
point de S, 

mais Y'it est un potentiel de simple couche de densité \ — ,y- ( — ;î"^^ )• ^^ 
a donc 

d}ï!"-'\dn'} \ dn'' I' 

substituant dans Téquation précédente, le terme — 9— / / - ( ~^^* ) û?S' 
fera disparaître le premier membre, et il viendra 






Habamaiu) 



dS' 
2 
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. Or ces équations sont précisément celles que l'on écrit dans la méthode 
de Neumann, celle-ci étant appliquée en partant de la fonction 



(T) 



'" ^vy'"' 



dS. 



Toutefois nous n'obtenons ainsi les fonctions successives de Neumann 
que sur la surface môme. Mais il est aisé d'en déduire l'expression de ces 
mêmes fonctions dans Içs domaines intérieurs et extérieurs. Soit, en effet, 



1 



c'est-à-dire 



Vjc le potentiel de la double couche d'épaisseur — ^ Vk 

l'une des fonctions cherchées. On aura, à la surface (puisque le potentiel de 
ladite double couche a, sur la surface même la valeur Vit) 

et cette équation a dès lors lieu dans tout le domaine intérieur. De même 
on a, pour le domaine extérieur, 

^ke = Vfr — V/,. _ 1 . 

Il résulte de là que les potentiels v^ et v/^e admettent des dérivées nor- 
males, puisque les \k en admettent. De plus, si Ton tient compte des 
valeurs des dérivées normales des \ky il vient 



dn dn \dn ) \ dn / 



11 est donc bien prouvé que V/t admet, de part et d'autre de S, des déri- 
vées normales et que ces dérivées normales sont égales entre elles. 

13« — Pour étendre la môme conclusion à la somme de la série formée 
avec les Vjt comme l'indique Neumann, il faut invoquer, avec M. Liapou- 
nof, deux lemmes dont le premier est relatif au mode de continuité de 

[■j-j sur la surface et le second, à la manière dont les dérivées normales 

tendent vers leurs limites au voisinage de cette surface. On suppose que 
celle-ci est partout régulière (du moins dans le voisinage d^s points consi- 
dérés) et, en particulier: 

1° qu'elle admet en chaque point un plan tangent déterminé ; 

2° qu'il existe une longueur D assez petite pour qu'une parallèle à la 
normale en un point quelconque de S ne puisse couper S en deux points 
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situés à l'intérieur de la sphère qui a ce point pour centre et D pour rayon ; 
3^ que les plans (angenls en deux de ses points situés à une distance r 
l'un de l'autre font un angle moindre que Kr, K désignant un nombre que 
l'on peut assigner une fois pour toutes ('). 

\9his. — Il résulte aisément de là que chacun de ces plans tangents (ai t 
avec la corde qui joint les deux points un angle inférieur à Kr (K désig- 
nant une constante) (^). 

14. — Dans ces conditions, soit Vie potentiel d'une simple couche de 
densité o étendue sur la surface S et cherchons, en fonction de la distance 
MMj = 8, Tordre de grandeur de la différence entre les valeurs que prend 

(-3-) en deux points voisins M et M^ de S, soit de la quantité 



// 



P'I^-^O'^S'. 



en désignant par r, r^ les distances des points M, Mj à un point quelcon- 
que M' de la surface, centre de l'élément e/S\ et par «)/, «J^i les angles que 
M'M et M'M, font respectivement avec les normales Mn, M,ni en M et en 
M, [fig. {). 

Nous partagerons S en deux parties, Tune s comprenant les points dont 
la distance à M est inférieure à \i.l [\k étaut un nombre déterminé plus 
grand que 1), l'autre s^ comprenant le reste de S. 

Dans la première, Tintégrale 1 ^ — j-^ ds/ sera plus petite que KA i — 

(en désignant par A le maximum de |p| sur S), quantité qui, moyennant 
les diverses hypothèses qui ont été faites, sera plus petite que KAô. Une 

évaluation toute semblable s'applique à / ^ —^ ds'. 

T Va 

Dans la partie So> ^^^ rapports g* y sont supérieurs à fi '— 1 et le 
rapport ~ , compris entre -— ~j et '-zr\ • D'autre part, l'angle M'M,M ou 

(«) M. Liapounof suppose seulement que cet angle est inférieur à kr^ : il serait 
aisé d'adapter les raisonnements qui vont suivre à cette nouvelle hypothèse. 

(2) Nous désignons indifféremment par K divers nombres positifs dépendant de la 
surface, mais indépendants du choix des points M, M,, M' et de la forme de la fonc- 
tion p. 
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soQ supplément est inférieur à Kr (13 bis) et, par conséquent l'angle 
MM'Mj est inférieur à K8 ; il en est donc de même de | cos ij/ — cos ^^ | , 
en vertu des inégalités 

2 I cos 4^ - cos i^J < I 4; — 4; J < (Mn, M,n,) + (M'M, M'MJ. 

— = 5 est 

plus petit que -^ et, par conséquent, la 



D'autre part, l'inégalité |r, — r| < 8 montre aisément que 

plus pet 
quantité 




/cos ^ 



cos ^A 



[, /i 1 \ cos tV — cos iL,~| 



apparaît comme inférieure à — j- . 

Or l'intégrale I I -r » étendue à la portion de surface pour laquelle 

V > R, est inférieure à K | log R | . 

Donc enfin la différence considérée est inférieure à KAo log 8. On remar- 
quera que la limite supérieure ainsi trouvée ne suppose même pas que p 
soit continu : il suffit que cette fonction soit finie. 

14 bis. — Soient, en second lieu, M, un point voisin de M et situé d'un 
oôté déterminé de S, par exemple à l'intérieur, de manière que MMj ne soit 
pas langent à la surface et fasse même avec elle un angle supérieur à une 
limite déterminée ; r^, la distance de M, à un point arbitraire M' de S, 
laquelle, dans ces conditions, est avec MM, dans un rapport qui reste supé- 
rieur à une limite déterminée ; ij/^, l'angle que fait M'M, avec la normale 
Mn en M ; o, tp, les angles que font M'M, M'M, avec la normale M'n' en M 
[fig. 2). Cherchons à évaluer la différence qui existe entre l'intégrale 

C f^^^^ d& et l'intégrale analogue C f^^^ rfS' prise en M. 

Cette fois, outre les hypothèses précédemment admises sur la forme de la 
&urface S, nous en ferons une sur les valeurs de la fonction p : nous sup- 
poserons que la valeur de p en M' diffère de la valeur p^ que prend cette 
fonction au point M d'une quantité inférieure à Lr^y en désignant par a 
un exposant déterminé (évidemment au plus égal à 1, si M est quelconque 
et que p ne soit pas constant) et par L une constante. 
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Nous remarquerons ensuite que Tintégrale / / ^^ ^^^ ^ rfS' est égale à 
2irpo et l'intégrale / / p^ 5^^ dS à iicp^, et nous écrirons la différence 



cherchée sous la forme 



: r A' p^^-cosy _ cos4.,--cosy,\ ^g,^ 



i,= 



Nous connaissons la quantité Ij. Pour évaluer Ig, nous décomposerons 
encore S en deux parties s, s^ formées 
respectivement des points dont la distance 
au point M est inférieure ou supérieure 
à ;i8, 8 désignant cette fois la distance 
MMg et (JL un nombre 6xe (plus grand 
que 1). 

Dans 8, les deux intégrales 




a' n' ^'g2 



JJ[9' - Pc) '^ d%' et J f[,^ - p„) £^. ^S' 

sont inférieures à KL8*, en vertu de Thypothèse faite sur p' — p^ et du fait 
que r, est dans un rapport Oni avec 5. 
Dans 5o, il suffira de remarquer que | cos <p — cos 9^ | < 2 | © — ©, 1 

Ko I 4 4 1 Kfi 

< [ K sin (9 — o^) |< _ et que -2 — ^ < :::3 POur voir que Tinté- 

gralejjf (p'- p,) (^-9??-?^) dS' est plus petite que Kuff^. 
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Or rintégrale I I -fz%, étendue à une portion de surface pour laquelle 

r > R, est inférieure k kîzlti. Donc on a I^ < KLS*. 

Quant à I3, il est, dans 5, inférieur à KÂ8, conome on le voit immédiate- 
ment en remarquant que \ cos ^ — cos ^ | et | cos ^^ — cos j>j | sont infé- 
rieurs à Kr. Dans s^, on remarquera r cos ^ — 1\ cos <^j et r cos o — r^ cos ^^ 
sont respectivement égaux à 8 cos 6 et 3 cos 0', en désignant par 6 et 0' les 
angles que fait MM, avec les normales en M et en M', angles dont la diffé- 
rence est plus petite que Kr. 

, ,.- . cos '^ — cos ç cos 4^3 — cos ?3 1 I 1 

La quanlito — 5 î — ~-^ — :, '^ sera donc la soin me de 

deux termes 



r cos ^ — r, cos '^^ — (r cos ^ — r.^ cos o^ 1 cos — cos 6') 

et 



r ^COS^;— 'C08o)(p — ~3^, 



K8 

dont chacun est inférieur à —, . L'intégrale I3 (prise dans s^ sera donc 

moindre que KAo l / --j , c'est-à-dire que Kkl log 8. 

Donc enfin la différence cherchée est inférieure à KLo* pour a < 1, et à 
K (A -f- L) log 8, pour a = 1. 

Notre raisonnement suppose toutefois que le point 0^ se rapproche de M 
de manière que Tangle deMM^ avec la surface ne soit pas infiniment petit. 
Mais il est aisé de se passer de cette condition. 11 suffit, lorsqu'elle n*est 
pas réalisée, de considérer un point Mi situé sur S et tendant vers M en 
même temps que M^ de manière que l'angle de MiM^ avec la surface soit 
toujours supérieur à une limite déterminée. On comparera alors les deux 

intégrales / Ç~} d%' et Ç f-^^^^' ^S' à l'intégrale analogu^ f^'^^-f dS 

relative au point M, : en vertu de ce que nous venons de démontrer et de 
ce qui a été établi précédemment (n^ 13) nous aurons^ pour les deux dif- 
férences ainsi obtenues, des limites supérieures de la môme forme que 
celles qui visnnent d'être indiquées pour le cas où MM^, faisait avec la 
surface un angle Gni. La conclusion est donc absolument générale. 
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15. — Nous avons encore une remarque à présenter, relativement à la 
dérivée normale du potentiel de double couche. Les conditions précédem- 
ment imposées à la fonction p ne nous permettent pas de conclure que 
cette dérivée a une limite à la surface, ni même qu'elle est finie ; mais la 
limite supérieure que nous allons trouver pour celte dérivée, quoique 
augmentant indéfiniment lorsqu'on s'approche de la surface, va suffire 
pour la suite du raisonnement. 

Nous obtiendrons cette limite supérieure en remarquant que la dérivée, 

suivant une direction quelconque, de Texpression — ^ (où r est la dis- 
tance du point variable M à un point déterminé quelconque M' de la sur- 
ir 
face et «p l'angle de MM' avec la normale en M') est inférieure à -^. La 

dérivée du potentiel de double couche sera donc moindre que KA / / — r 

(où A est le maximum de |p|). Or il est aisé de s'assurer (en comparant, 
par exemple, avec l'intégrale analogue prise en remplaçant la surface par 

KA 

son plan tangent) que cette expression est moindre que -«-, si 8 est la 

distance du point M à la surface. 

16* — Cela posé, reprenons les fonctions W^ ; supposons démontré (comme 
on est conduit à le faire dans la méthode de Neumann) qu'elles tendent 
vers une constante L, la différence étant uniformément plus petite que le 
k^^^ terme d*une progression géométrique de raison X. Cherchons d'abord 

à en déduire une limite pour pk= { 77-^ )• 

A cet effet, M étant un point de la surface et M^ un point pris à l'inté- 
rieur sur la normale en M, à une distance 8 du point M, appliquons à la 
fonction p^ les inégalités que nous avons trouvées aux n° 14 et 14 bis, Rj^ 
désignant le maximum de | p,t \ sur S, nous voyons d'abord que la diffé- 
rence de deux valeurs de p^-^ 1 correspondant à deux points de S situés à 
une distance d l'un de l'autre est moindre que KRkd'^ (a étant plus petit 
que 1, mais d'aussi peu qu'on le veut). Il en résulte que, en M,, la valeur 

de J'^^ satisfait à l'inégalité 

^*^ I (^ÏT )-, -(?* + .- P* + .) I < K (R* + R* + .) 8'- 

Or Vjk 4 3 p6ul se mettre sous la forme 'd'un potentiel de double couche. 
Nous avons vu, en effet, que la double couche d'épaisseur Vi^ avait pour 
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polenliel intérieur V* ^- V*^ j. Donc V* sera à une constante près, (étant 
données les hypothèses de convergence faites sur les V) le polenliel d'une 
double couche dont l'épaisseur est 

W, = V, - V* + t H- V, + , - V, + 3 -H . . . 

par conséquent moindre que CX* ^^C étant une constante déterminée). 
L'inégalité trouvée pour la dérivée normale du potentiel de double couche 
permet donc de mettre Tinégalilé (9) sous la forme 

I p*+ , - p*+ . |< K ((R* + R, , ,) Ô« + ^*); 

nous ferons 6 = X^, X^ = >/, et il viendra {*) 

(10) |p,4.,-p, + .| <(K^R, 4-R.+ .)+C)X\ 

En particulier, on aura 

R*4.,<R,4., 4-V4K(R, -f- R, + 0-^-C]. 

On obtiendra une limite supérieure de Rj^ en remplaçant les inégalités 
successives ainsi obtenues par les égalités correspondantes. On aura alors 
R* 4- , > Rjk et, par conséquent, 

R, + ,<R,+ j-i-X'*(2KR,^,-HC) 

ou 

R* + , +2^< (1 + 2K).'*j (Rt + . + ^). 

c 

Cette inégalité nous montre ^k -^ (^ wr comme un produit in G ni conver- 
gent, et. par conséquent, ^k comme une quantité finie. 

Il en résulte diaprés Tinégalité (10) que la série ^^ {?k f i — ?k) con- 
verge uniformément à la façon d'une progression géométrique. La fonc- 
tion pfc tend donc, en chaque point de la surface, vers une limite p, qui 
satisfait (d'après les équations de définition (6)) à l'équation 



-kffÂ'^'- 



(1) K désignant toujours indifféremment divers nombres positifs qui ne dépendent 
que de la nature de la surface S, C désignera indifféremment divers nombres posi- 
tifs qui ne dépendent que de S et de la forme de la fonction pQ. 
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Si l'intégrale / / p^dS est différenle de zéro, cette fonction p n'est pas 

identiquement nulle 1 puisque l*on a / / ?dS =11 Po^S j : elle est la 

distribution de la couche électrique en équilibre (la surface S étant celle 
d'un conducteur isolé et soustrait à toute influence), la méthode par laquelle 
elle vient d'être obtenue étant celle de Robin. 

Si au contraire i / p^rfS = / / pcl^ = 0, la fonction p est identique- 
ment nulle. Cela revient, en effet, à dire qu'une couche électrique en équi- 
libre par elle même et de quantité totale nulle est à l'état neutre partout : 
proposition dont la démonstration est bien connue. 

|p/c| est alors plus petit que CX'^ (C désignant une constante]. 11 en résulte, 
d'après le n^ 14, que la différence des valeurs de p^ en deux points M, Mj 
de la surface est moindre que CX''^. MMj* ; puis, en vertu du n*' 14 bis^ 
que Ton a l'inégalité 

(") I ( w)„, - ■'?" - •'*- •) I < ^^'*- *^«' 

et enfin, d'après ce qui a été vu au n^ 12, l'inégalité 

^^^^ I (^)m, - (?* - p*-'' I < ^^'*- ^' 

Celte dernière inégalité est d'ailleurs vraie, que le point M, soit intérieur à 
la surface [v^ = r^) ou extérieur {v^ = v^e) ] elle démontre que la conclu- 
sion relative aux dérivées normales des fonctions v^ s'étend à la série de 
Neumann qui a pour termes ces fonctions, puisque le coefficient de MM/, 
dans le second membre, est le terme général d'une série absolument con- 
vergente ; elle achève par conséquent la résolution de la question. 

Si I I p^ds =11 ?ds ;zf 0, nous n'avons à nous occuper que de la 

solution du problème hydrodynamique ecctérieur, et, par conséquent, nous 
n'avons à considérer que la série par laquelle Neumann résout le problème 
de Dirichlet intérieur. Or cette dernière est alternée, de sorte qu'il nous 
suffira, cette fois, d'établir des inégalités analogues à (11) et à (12) en 
remplaçant V^^, Vk, pk par V^ — V^^-i, v* — v*-p pk — pk-r ^^ o» obtien- 
dra de pareilles inégalités en remplaçant, dans les raisonnements qui ont 
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t aux formules (11) et (12), o* parp* — p^-i, lequel est en toute 
èse I que l l p^efS soit nul ou non | inférieur à CX'*. 



>nclusion demandée est donc établie dans tous les cas. Elle nous 
maître la solution du problème de Neumann, p^ étant pris égal 
leurs données F de la dérivée normale et la fonction V, définie 
[ualion (7') n'étant autre, au signe près, que le potentiel W du 



— Si au lieu de se donner exactement les valeurs d*une fonction 
lique Y sur la surface limite S d'un certain volume, on se donne seu- 
une limite supérieure du module de V, on peut, ainsi que nous 
rappelé plus haut, assigner des limites supérieures aux modules de 
ses dérivées en un point intérieur quelconque, 
ème, on peut se proposer de trouver des inégalités analogues lors- 
;e donne, non plus une limite supérieure de |V|, mais une limite 

Lire de \-t-\ à la surface. Il ne peut être question, ici, d'obtenir une 

supérieure de |V| en un point donné, puisque V n'est déterminé 
e constante près. On peut seulement assigner une limite à la diffé- 
es valeurs de V en deux points intérieurs donnés quelconques, 
[{uoi la méthode précédente permet aisément de parvenir (*). 
m effet a une limite supérieure du module de 

dn ' 
I F |< a. 

tenttel W défini plus haut 



■//- 



_V, =VV= / / „-^rf. 



que l'on aura 

I W |< K«, 



(CARB. — Sur les équations de la Physique Mathématique^ Rendic. del 
natematico di Paiermo, tome 8, p. 114-115 ; 1894. 
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K étant une constante ne dépendant que de la forme de la surface. On en 
déduit, si [W] représente Toscillation possible de W : 

[W]<2Ka. 

On détermine ensuite dans la méthode de Neumann : 

VV 

Vj, potentiel de double couche d'épaisseur .^ _, 



V 



V. 



a^ 



et Ton a, d'après Neumann, X étant une constante positive inférieure à un : 

[V.1<X[W] 

[V,] < X [v,:i 

[Vi]<X[Vi_,J. 
On en déduit : 

[V,4,J<2VKa 

[V] = [W H- 2V,] < LW] 4- 2 LV,1 < pL^ 2 Ka 

ou 

[V] < Aot, 
h étant une constante déterminée. 

18. Recherche directe d'inégalités. — On peut, jusqu'à un certain 
point obtenir des conclusions analogues directement sans passer par la 
méthode de Neumann, en employant quelques-uns des moyens par lesquels 
M. Poincaré Q) a établi la légitimité de celte méthode et faisant tout 
d'abord usage de l'inégalité de M. Schwartz. 

On sait que cette inégalité résulte de la considération de l'intégrale 

H = S [(A, 4- XB,)2 -I- (A, + lB,y 4- -h( A, + XB,)2] rfcr 

où S est un symbole d'intégration simple ou multiple étendue à une mul- 
tiplicité (7, d7 l'élément diSérentiel de «r ; A,, A^, ..., Bi, B,, ..., des fonc- 
tions déterminées et X une constante arbitraire : intégrale qui s'écrit 

(18) H = I-+-2XKh-X«J, 

(0 Acta Math., loc. cit. 
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eo posant 

I = S (A? -H AI -I- ... ) rfcr, 

K = S(AjB, -i-A,B,-f-...)rfcr. 

J = S (Bî -f- B5 ^- ... ) rfa. 

La forme quadratique (13) étant positive, quelque soit X, on doit avoir 

(14) A = IJ — K«>0 

et c'est en cela que consiste Tinégalité de M. Schwarlz. 

Le minimum de H, lorsque X varie, a lieu pour X = — y et a pour 
valeur 

Enfin l'inégalité (14) résulte encore de l'expression de A lui-même sous 
forme d'intégrale multiple 

A = 2 SSfS (^^^'> - A'iB^)«] d^d^, 

où les éléments (£?, d^s' décrivent, indépendamment Tun de l'autre la mul- 
tiplicité 7 et où les A', B' sont les valeurs des fonctions A, B en un point 
de G?</. 

Appliquons l'inégalité précédente au cas où ? est une surface fermée S : 
Soit V une fonction harmonique à l'intérieur de S. Considérons d'abord 
l'intégrale de surface 



-// 



(V + X)« dS. 



H résulte de ce qui précède que le minimum de cette intégrale est q-, en 
désignant par A l'intégrale quadruple 

A = ^ / / / / (V - V')« rfSdS'. 
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CoQsidérons, en second lieu, Tintégrale de volume 

<^=//X[0-(?)'-(S)'> 

(où di est l'élément de volume dx dy dx), étendue au domaine D limité 
par S. V étant harmonique, on a 



-// 



(V-HX)£<fS. 



quelle que soit la constante X, et, par conséquent, en vertu de l'iné- 
galité (14), 

G»<HJ 

où 

'^ )' rfs. 



=//©■ 



En donnant à X la valeur qui correspond au minimum de H, il vient 
(15) -^<g, 

S désignant l'étendue totale de la surface donnée. 

dV 
Si Ton s'est donné les valeurs de -j- sur celte surface, le second membre 

de Vinégalité précédente esi connu. 

10. — Hais H. Poincaré a établi, entre les quantités G et A» une seconde 
inégalité : il a montré que Von peut, quelque soit la fonction V (harmo- 

A 
nique ou non), assigner au rapport js une limite supérieure qui ne dépend 

que de la forme de la surface. 

Supposons d'abord celle-ci convexe et telle qu'il existe une limite supé- 
rieure p au rapport jj — v / étant la longueur d'une corde de la surface. 
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et {l, n) Tangle de celle corde avec la normale à l'une de ses extrémités. 
Soit en outre L le maximum de la longueur L On peut, dans Tintégr^ile 
quadruple A, exprimer dS' au moyeade l'angle sphérique 

, d& cos (/, n) 
am = -p 

sous lequel on voit dS' d'un poinl de rfS. On a, d'après Thypothëse : 
^<i (V — V7cos(/,n)rfSrfTn. 

Je mets en évidence les intégrations successives, en supposant qu'on 
eSéctue d^abord celle relative à Télément dS de S, puis celle relative à 
Télément dm de la sphère 2 sur laquelle on fait successivement les diffé- 
rentes représentations sphériques de centres dS ; remplaçant en outre 
(V — V) par une intégrale linéaire prise le long de l, on a : 

A < ^~ / I dm / cos (/. n)ds\ / ^y dl 

Mais, d'après l'inégalité de M. Schwarz on peut écrire 

Il vient donc 

OU, puisque cos (;, n) c?S est la projection de o?S sur un plan perpendiculaire 
à la direction de Z, 

L'intégrale triple n'est autre (quel que soit l'élément dm envisagé) que G. 
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IL vient donc 
(16) ^<X, 



= P^ / / rfTn = 2irp2L. 



20. — Cherchons à passer du domaine limité par une surface satisfaisant 
aux conditions du numéro précédent au domaine limité par une autre surface 
quelconque. Nous pourrons en général, si la connexion reste la même, 
c'est-à-dire si nous avons toujours affaire à une surface unique simplement 
connexe, établir une correspondance entre les points (jr, y, z) et {a/^ y\ z') 
des deux domaines telle que les coordonnées du second soient continues 
par rapport à celles du premier, que leurs dérivées du premier ordre soient 
Rnies et continues sur la surface limite et que le module du déterminant 
fonctionnel 

D(^, y, Si) 

reste constamment supérieur à une quantité positive donnée. 
Je dis que dans ces conditions, le rapport 

A G' 

(a' et G' étant les quantités analogues à A, G) a un maximum positif dé- 
terminé. Cela suffira évidemment pour que Ton puisse tirer de l'inégalité 
du paragraphe précédent une autre inégalité 

Posons pour le démontrer : 

/ôV\» /ôVV , /ôV\' /ôV ftV »v\ 

dsf* + rfy" + dz'^ =^f{dx, dy, ds). 
Les formes /et 7 ont pour discriminant le carré du déterminant fonction- 
nel. Ces deux formes représentent des ellipsoïdes dont les axes sont com- 
pris entre des limites déterminées. Un connaît donc une limite inférieure 
de la quantité 

_(S)*t_(^MS)" 
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Le rapport -r- a aussi un minimum. Il en est donc de même de p-.D'au- 

dS' 
Ire part ^ a un minimum donné par le rapport des sections de l'elli- 
psoïde /*= 1 et de la sphère de rayon 1. On a donc bien ainsi un minimuih 
def,. 



21* — On peut procéder autrement et généraliser le mode de démonstra- 
tion du paragraphe précédent en employant, au lieu de cordes reclilîgnes, 
des cordes curvilignes à 4 paramètres, telles que par deux points de la 
surface il en passe toujours une et une seule; qu'il y ait des limites supé- 
rieures L, p à leur longueur l et au rapport — 77 — .; qu'enfin on puisse 

COS^Cy TirJ 

les distribuer en familles dépendant chacune de deux paramètres a, b et 
telles que, si « désigne Tare décrit sur une corde quelconque de la famille 
le module de 

D (a, b, s) 

reste supérieur à un nombre déterminé. Dans ces conditions, les raisonne- 
ments du n^ 19, resteront valables. 

ÏSÏ. — Combinons maintenant Tinégalité (16) avec l'inégalité précé- 
demment obtenue (15) (n** 18); il vient 

Ce sont les inégalités que nous avions en vue. 

On peut remarquer que ces inégalités donnent une limite supérieure de 
L'intégrale 

III ^^'^ ^^ '^ ^y ^y '^ ^3- bz ) ^' 

(dans laquelle on désigne par * une fonction donnée quelconque). 
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puisque, toujours d'après L*inégalité de M. Schwarz, on a : "^m 



P< 



4^3. — Les inégalités auxquelles nous sommes parvenus à l'aide de la mé- 
thode de Neumann jouent, relativement au deuxième problème aux limites, 
le même rôle que remplissent, par rapport au problème de Dirichlet^ les 
propositions rappelées au n** 1 ; mais elles sont loin de fournir, pour 
Toscillation de la fonction, cherchée et les modules de ses dérivées, des 
limites aussi précises que les premières. Elles ne pourraient, par exemple, 
servir à constituer, pour le problème de Neumann, des méthodes allemées 
semblables à celles que l'on emploie dans la résolution du problème de 
Dirichlet. Nous savons qu'il existe un nombre auquel reste inférieur le 

rapport de Toscillation de V au module maximum de -r-; mais l'existence 

même de ce nombre est tout ce que nous connaissons à son égard. 

Cette absence de données précises sur le coefGcient dont nous venons de 
parler est une des principales lacunes de nos connaissances sur le deuxième 
problème aux limites. 

§ "). — FONCTIONS DE Fr. NEUMANN ET DE KLEIN. 

Ï4« — Les considérations exposées au § 4 démontrent l'existence de la 
solution, mais n'en fournissent aucune expression simple. 

Nous allons constater qu*on pourrait écrire de telles expressions si l'on 
savait construire, pour le deuxième problème aux limites, des fonctions 
analogues à la fonction de Green, dont on connaît le rôle essentiel dans la 
théorie du problème de Dirichlet. 

Comme la fonction de Green, les fonctions y^ que nous considérerons 

seront harmoniques dans le domaine donné, sauf en un point A choisi 
arbitrairement, où elles deviendront inOnies (dans le cas de trois dimen- 
I tions) comme l'inverse de la quahtité r = ÂM. 

Hadamard . 3 



Digitized by 



Google 



34 CHAPITRE 1 



De telles fonctions ne satisferont pas, s'il s'agit d'un domaine intérieur, 
à Téquation (1) du n^ 4. Cette équation n'est vraie que si l'on adjoint à la 
surface limite donnée S, la surface d'une petite sphère 2 ayant A pour 
centre. Or, lorsque le rayon de cette sphère devient inQniment petit, l'inté- 
grale / / -^ rfv tend vers 4:1, puisque y^ se réduit alors à son terme 

principal -, Sur S, l'équation (1) du n** 4 doit donc être remplacée par la 
formule suivante 

(17) y*ygrfs=:4.. 

1** Fonctio7i de Franz Neumanfi. — Problème extérieur. Soit y" une 
fonction des coordonnées du point M, harmonique dans le domaine donné, 
sauf au point A, ayant une dérivée normale nulle sur la surface, et deve- 

1 , . 1 

nant inOnie en A comme -, c'est-à-dire telle que y^ reste harmonique 

en A. La détermination d'une telle fonction est évidemment un cas parti- 
culier du deuxième problème aux limites. Mais elle suffira à résoudre ce 
même problème dans le cas général. V étant une fonction harmonique 
satisfaisant aux conditions du problème, autrement dit, telle que, sur 

S, ^— = F, il sufût de raisonner sur V et sur Ya comme dans la théorie 

de la fonclion de Green pour obtenir 



^Jf-'- 



(E) '''^---à I I ■^"f'^'^- 



Problème mlêrieur. — On ne peut plus, en vertu de Téqualion (17), 
prendre 

dn 

sur la surface ; nous allons seulement prendre cette dérivée constante. On 
aura alors évidemment 
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En appliquant encore le théorème de Green aux fonctions V et y]J, il 
vient, celte fois, 



Va = 



--//'--'-//^' 



Mais nous ne cherchons Va qu'à une constante additive près, c'est à-dire 
que nous ne cherchons que la différence Va — Va', A' étant un point ori- 
gine quelconque. Nous pouvons donc négliger le terme complémentaire 
qui est le même pour tous les points. 

25. — 2° Fonction de Klein. — Dans le cas du problème inlérieur, la 
fonction v^' de Fr. Neumann n'est elle-même déterminée qu'à une cons- 
tante additive près. Ce fait constitue un inconvénient à divers points de 
vue. C'est ainsi qu'il ne semble pas possible, dans ces conditions, d'établir, 
pour la fonction y^. une propriété de symétrie analogue à la relation bien 
connue 

(18) ^r=^M 

à laquelle donne lieu la fonction de Green classique. 

Pour obvier à cet inconvénient, M. Klein (') a été conduit à former une 
fonction possédant, non un seul pôle, mais deux pôles de signes contraires. 
Une telle fonction satisfait à l'équation (1) du n^ 4. Rien ne s'oppose donc 
à ce que sa dérivée normale sur la surface soit partout nulle. La fonction 
de Klein est donc définie par cette condition et par les suivantes : être 
harmonique dans le domaine donné, sauf en deux points A et Ag ; é(re 

1 

telle aux environs de A que sa différence avec - reste harmonique ; aux 

1 1 

environs de Aq que sa différence avec = — -^-r- reste harmonique ; 

enfin s'annuler en un point donné Mg. La valeur d'une telle fonction en 
un point M du domaine s'écrit 

p MMq 
AAfl • 



(») In Pockels, Ûber die partielle Differentialgleichung ^u -f Khi = unddeven 
Auftreten in der Maihematischen Physik; Leipzig, 1891. 
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C'est, en réalité, raccroissement que subît de M^ à M toute fonction 
satisfaisant à toutes les mômes conditions, sauf à la dernière. 

La fonction T^^^ permet, comme la fonction de Fr. Neumann, de résou- 
dre le problème posé, puisque Ton a, d'après le théorème de Green : 



L I / r^»"o 



Fmc;Sm = Va — V 



Ao- 



La constante arbitraire qui s'ajoute à la valeur de Va est ici — Vaq. 
D'autre part, comme ^^^^^ représente l'accroissement d'une fonction 
entre les points A, et A,, on peut écrire : 



vM|M3 pM,M.> pMîMa 

' 4 . A , * A . A . •" "^ A . A . 



et en particulier : 



A|A2 AiA.) 



pMfMo __. pM^Mj 

A|A2 AjA2 



On pourra faire les mêmes opérations sur les indices inférieurs : 

pM|W2 pM,M2 pM,M2 

A1A3 A1A2 "^ A2A3 ' 

comme on le voit immédiatement en se reportant à ta déûnition du sym- 
bole r. En particulier : 



Je dis qu'on a en outre 

(19) 



A,A2 — A2A1 » 



^M|M2 pA|A2 



MtMo» 



c'est-à-dire la propriété analogue à la propriété de la fonction de Green. 
En effet, posant, pour abréger 



on a, d'après le théorème de Green : 

Mais le premier membre est nul ; l'égalité est donc démontrée. 



// 
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86. — Ainsi que nous allons le voir, il n'est nullement nécessaire d'a- 
bandonner la fonction de Fr. Neumann pour conserver la propriété de sy- 
métrie. Il suffit d*en compléter la définition. 

La fonction y" n'est, en elTel. définie qu'à une quantité additive près, 

laquelle ne dépend pas du point M, mais est fonction de la position du 
point A. Nous allons constater qu'il suffit de déterminer convenablement 
la quantité additive en question pour que la fonction de Neumann possède 
la propriété demandée. Tout d'abord, on peut passer facilement de la fonc- 
tion de Neumann à celle de Klein. 
On a, en eiïet, 

AjAj ^ Ïai *^A2 *^Ai "^ ÏA2 

car le second membre possède les propriétés qui caractérisent le symbole 

AjAj 

Il résulte de là qu'une propriété tout analogue à celles qu'expriment les 
équations (18), (19) appartient également au symbole de Neumann, 
pourvu qu'on détermine convenablement le paramètre arbitraire, fonction 
du point A, qui figure dans ce dernier. L'équation (19) s'écrit, en effet, 
d'après la relation précédente : 

Ml Ml M., M^ Al Al A4 , A^ 

'Aj » A2 • A| "^ I A.j » Mj » M2 IMi^^ t M2 ' 

d'où, en posant 

o ! A,, M,) — ç> A,, Mg — o Aj, M,) 4- <p A^, M^) = 0, 

relation fonctionnelle à laquelle doit satisfaire la fonction cp et dont la 
solution générale est, ainsi qu'on le voit aisément : 

o A, M =4^ A —^^ M . 

Il est d'ailleurs clair, en vertu de l'équation (20), que les fonctions ^ et ^^ 
doivent être identiques. 

On peut dès lors choisir les fonctions y telles que la fonction <p soit tou- 
jours nulle : il suffit de remplacer y^ par f'^ = yJJ — 4/ (A). 

La fonction 4'(A) peut d'ailleurs être déterminée directement de manière 
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à annuler 9. Je dis en effet qu'il suffit pour cela de calculer en chaque 
point A la constante ^(A) par la condition 

Il 'U rfSM= I I [v«-'î'(A)]rfS„ 



// 



ï^c^SM-StKA) = K, 



K étant une constante choisie une fois pour toutes, mais arbitrairement 
(on pourra, par exemple, prendre K == 0). 
On aura bien alors, en effet, 

"^ dn '' dn) 

et, par conséquent, en appliquant le théorème de Green aux fonctions 7'** 
et f 3, on obtient la relation cherchée 




(21) il=i 



B' 



Réciproquement, si cette relation a lieu pour tous les couples de points 
(A, B), on a 



(28) 



y y ït^/sm-k. 



K étant une constante indépendante de A. 

*T. — On sait que l'usage de la fonction de Green permet de résoudre 
non seulement le problème de Dirichlet, mais aussi le problème géné- 
ralisé relatif à Téq nation 

(2) AV = r{x, y, z), 

/* étant une fonction donnée en chaque point du domaine D envisagé. 

Pareille remarque s'applique à la question actuelle. Soient données, 
d'une part, l'équation (2) et, d'autre part, la condition à la surface 
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la condition (1) du n** 4, pour le problènne intérieur étant remplacée par 



24] 



f f[r,y,z)d^-^ / / ¥dS = 0. 



En appliquant le théorème de Green à la fonction V et à la fonction de 
Neumann y^ , il viendra 






25 . 



4tc 
G étant égal à zéro s*il s'agit du problème extérieur, et à la constante -g- 

(d'après l'équation (17')), s'il s'agit du problème intérieur. Dans les deux 

cas, le terme G / / V^S peut être laissé de côté, soit parce qu'il est nul, 

soit parce qu'il est constant. 



§ 6. - CAS DE LA SPHÈRE (*) 

28. — Après avoir établi l'existence de la solution du deuxième pro- 
blème aux limites et montré comment son expression se ramène à la re- 
cherche de la fonction de Fr. Neumann, il nous reste à indiquer les cas où 
cette solution peut être obtenue efîeclivement, par exemple où la fonction 
de Neumann est connue. Mais ces cas sont en très petit nombre. 

Une méthode générale par Inquelle on peut se proposer d'exprimer la 
solution cherchée consiste à la représenter par une série de la forme 

Aq <Ï>o 4- Al 4>, + ... -^Am^m-^ .-. 

OÙ les 4> sont des fonctions harmoniques déterminées, les A étant des coef- 
ficients arbitraires. Il est clair qu'on obtiendra une telle représentation si 
l'on peut mettre les valeurs données de la dérivée normale sous la forme 

^'diT^^' dn ^ '" ^^^ dn ^ '" 
(») Dini, loo. cil. 
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C'est ce que Ton pourra souvent réaliser en prenant pour les 4> les /07ic- 
iions fondamentales introduites par MM. Poincaré, Le Roy, Slekloff» etc. 

20« — Cette méthode conduit immédiatement à la solution dans le cas 
de la sphère. On sait que toute fonction donnée sur cette surface peut être 
développée en série de fonctions sphériques, pourvu qu'elle soit continue 
et satisfasse aux conditions de Dirichlet sur tout grand cercle. 

Cela posé, supposons d abord qu'il s'agisse du problème intérieur. Nous 

d\ 
avons à trouver la fonction V, connaissant -;- , qui satisfait à la relation 



ff 



Nous nous donnerons V sous forme d'une série de polynômes sphé- 
riques 

V = Yo4-pY,-i-pn^,4-.... 

On en déduit : 

^2^) fi = - (^' + -'^^^ + - -^ '"^"" ' ^"' -^ •••)• 

dV 
11 suffit donc de développer ,— en série de fonctions de Laplace 

*1 4- *2 -^ ... 4- ^m 4- ... 

Il ne doit pas y avoir de terme en Y^ : c'est précisément là la condition 
de possibilité (1) du problème. Il n'y aura plus qu'à poser 

^ m 

m 



dW 
Lors môme que la fonction y-, ne satisfaisant pas aux conditions de 

Dirichlet, ne pourrait pas être développée en série de fonctions sphériques, 
on pourrait (*), pourvu qu'elle soit continue ou même finie avec disconti- 
nuités isolées, la développer en une série dont chaque terme serait une 
Hormne de fonctions sphériques (de degrés dilTérenls entre eux, en général) 
et raisonner sur cette série comme sur la série (25) {^), 



«) Picard, Traité d'Anal y se ^ t. J, p. 248 et suiv. 
{}) Cf. Le Roy. Thèse 6'Mr Viixlcfjration des cquations de la chaleur^ p. 28-30. 
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On aurait de même pour le problème extérieur 

Y Y Y 

et on déterminerait les Y d'une manière analogue à la précédente. 

SO*"'. — Cas de deux sphères concentriques. — La même méthode 
s'applique à l'espace compris entre deux sphères concentriques de rayons R^ 
et Rj ; on posera (*) ici 

V = Yo -^ Y, p -H ... -h Y^p- -h ... 

■^f-^y^^-'-^p-^'-^- 

On délerminera simultanément Y„ et Y',„ par deux équations 

otR-'Y (>» + i)Y'„ _ 

-wiR-'Y + (-'^-:tj) X^? _ *' 

dont le déterminant est différent de zéro, pour m > 0. Pour m = 0, les 
deux équations seront encore compatibles moyennant la condition de pos- 
sibilité (1). 

30. — Dai\s les deux problèmes que nous venons de traiter, la solution 
peut être obtenue sans recourir aux séries. Nous allons faire voir que, soit 
dans le cas d'une sphère, soit dans celui de deux sphères concentriques, on 
peut ramener le problème de Neumann au problème de Dirichlet et à des 
quadratures. 

Cas d'une seule sphère. — Soit D le domaine intérieur (ou extérieur), 
limité par la sphère S. Soit D' le domaine limité par la sphère S' obtenue 
en augmentant (ou diminuant) de dR le rayon H de S. 

Si V est la fonction cherchée, on pourra en déduire par simple homo- 
thétie une fonction V' harmonique dans le domaine D' et prenant en les 
différents points de S' les valeurs que prend V en les points correspondants 



(') Dana le cas où les valeurs données de la dérivée normale ne satisferaient pas 
aux conditions de Dirichlet, on appliquerait la même modification qu'au n® précé- 
dent. 
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de S. La différence V — V sera harmonique dans D, Mais eile prendra sur 
S la valeur — ,- c?R. Si donc on pose 

* ~ dix 

on saura calculer Vi puisqu'on sait résoudre le premier problème aux 
limites. 

C'est celte fonction V, qui va nous servir à calculer V. 

Autrement dit, et plus rigoureusement : V(a7, y, z) étant harmonique, 
il en est de même de V(Xa7, Xy, \z), où X est une constante arbitraire. Il 

en est donc de même aussi de -y V (Xo;, X?/, Xy), c'est-à-dire, pour X = 1, 

de 

/orr\ AT ^y i^V i>V ^ ôV 

^ ' * ^X ^ ^IJ ^Z 1^0 

étant la distance au centre. 

De fait, on voit directement qu'on a 

/oo^ K I '^V ôV ôV\ / i^ i> i> , .-.\ ^.j 

(28^ ^(x^'^y-'^z^~]=^(x^ 4- // ^ -h -sr - -H 2 ) AV. 
^ ' \ ^v ^ hy dz / \ àx '' ^y àz / 

Vi étant calculée, on déduira V de l'équation (27), par l'intégrale recli- 
ligne suivante, prise sur le rayon OM 

29) V = / .^ d^ -h C^^ (problème intérieur) 



- 



^^0 

V 



(30) V = — / J d^ (problème extérieur). 







L'intégrale a un sens dans le cas du problème intérieur, car la condition 

V, = 

au centre de la sphère n'est autre, d'après le théorème de Gauss, que celle 
de possibilité du problème 



/ / £^s = o. 



//: 
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L'intégrale a également un sens dans le cas du problème extérieur, car 
Vj a été calculée comme fonction régulière à l'infini. 

Si Vj est une fonction régulière à Torigine et s'y annulant, il en sera de 
même de 



r»OM 



ainsi qu'on le voit en remplaçant V, par son développement en série de 
Maclaurin. 

De plus, si V, est harmonique, V le sera aussi ; car, en vertu de Téqua- 
(ion (28), AV^ étant nul, si AV n'était pas identiquement nul, il devrait 
être une fonction homogène de degré — 2, ce qui est absurde, AV étant 
régulier à l'origine. On vérifierait d ailleurs le même fait d'après l'expres- 
sion de V sous forme d'intégrale définie. Cette dernière manière d'opérer 
s'applique, de plus, à l'expression (30), pour laquelle le premier raisonne- 
ment serait en défaut. 

Sur la sphère de rayon R, la fonction V^ prend évidemment les mêmes 

d\ 
valeurs que la quantité — ^ ;7~» ^^^^ le cas du problème intérieur et que 

d\ 
-t- R ^', dans le cas du problème extérieur. On pourra donc en obtenir 

l'expression par la résolution du problème de Dirichlet. D'après les for- 
mules connues pour la résolution de ce problème sur la sphère, on aura 

^■' ^^^-JJ, ^'« di ^s -t- l.jj l il "^^ 

(le signe — devant la première intégrale se rapportant au problème inté- 
rieur, le signe -h au problème extérieur). On en déduirait, pour le pro- 
blème intérieur, par exemple 



2. / / du ^'^ / 7/n 
4r / / dn '^^ I r • 



(31) 

Les quadratures simples s'effectuent sans difficulté. On est d'ailleurs 
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conduit à ces mêmes quadratures en cherchant, ainsi que nous allons le 
faire, la fonction de Neumann. 

îil. — Fonction de Neumann. — Cherchons la fonction de Neu- 
mann relative au problème intérieur dans les cas de la sphère. 11 s'agit de 

trouver une fonction y^ harmonique dans toute la sphère, sauf aux envi- 

ronsde A^el telle que ^ soit constant le long de la surface limite. 
Posant 

(32) t" = Î. + H. 

H doit être partout harmonique et sa dérivée normale doit satisfaire à 
l'équation 

(33, ^-" = K - -/ 

an an 

Nous pouvons appliquer à ce cas particulier du problème précédent la mé- 
thode que nous venons d'indiquer pour sa solution, et diriger les cal- 
culs de manière à déduire la fonction de Neumann de l'expression connue 
de la fonction de Green. 

Soient p la distance OM, 8 la distance OA, f l'angle que ces deux droites 
font entres elles. L'application de la méthode précédente nous conduit tout 

>H 

d'abord à chercher une fonction harmonique Hi = p — prenant sur la 

surface les mêmes valeurs, au facteur — R près, que le second membre de 
l'équation (33), c'est-à-dire que la quantité 

op 
Or la fonction - est homogène et de degré — 1 par rapport àpetàoet^ 
l'on a, par conséquent 



(34) , --;f'- 

d'où, pour p = R, 



1 





r 



,<;.) . . 



(35) „,= _B^I| = _KR + S-1^ + ,. 
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Soit maintenant 

^M 1 » M 

if K 1* A 

la fonction de Green relative au problème intérieur de Dirichlet pour notre 
sphère. On a, lorsque le point M est sur la surface de celle-ci, 

r 

et cette égalité, ayant lieu quelque soit le point A, peut-être différentiée 
par rapport à o. On a donc 



(36) 



H, = -KR + A + S-v. 

»>0 



Cette équation a lieu à la surface et par conséquent, dans tout le volume, 
puisque les deux membres représentent des fonctions harmoniques. Quant 
à A, on sait qu'il s'obtient en considérant le point A', image de A (fig. 3) 

situé sur le rayon OA à une distance du centre OA=o'= -^ . En désignant 

par r' la distance MA', on a 

(37) } 



R 



Considérée comme fonction de p, ^ et o', celte quantité h est homogène et 
de degré (puisque-;^ est de degré — 1 et j de degré -h 1) de sorte 



quon a 

(38) 



l^^h 



^h 



^h 



'do' "^ "■ ^ ^ô "" ~ P 00 • 



La fonction H^ étant déterminée par la formule (36), il nous reste à cal- 
culer H par Féquation 

Si l'on tient compte de l'identité (38), on voit qu'on aura 

(39) 



« = .-. / («-KR)f 

^0 



La constante K est choisie, ainsi que nous l'avons vu, de manière à ce 
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que rinlégrale ait un sens, c'est-à-dire de manière à annuler le coefficient 

de -^ : il faut donc prendre K = j^ . 

On effectuera simplement la quadrature en introduisant l'angle OA'M = •i', 
qui donne 



^' sin ^ _ 



v = 



sin Y 
sïrr(7 -+- '\>) 



et, par suite 



/ 



//^ l \ dp 



,40) 









po sin f 



Les formules (32), (39), (40) nous donnent 



i41) 



Ta r 



2 RM"- ^ 
R *^^ "oâ'sTïT * 




:Fï'g. 3 



La quantité ainsi obtenue est, conformément à nos 
conclusions générales, symétrique par rapport aux 
deux points A; M dont elle dépend. Cette propriété ap- 
partient en effet, ainsi qu'il est bien connu, au second 

R 

terme >. ;, de la formule précédente. Elle appartient 

également à Tangle ^ qui figure dans le troisième 
terme, car, si Ton appelle M' Timage du point M, les 
deux triangles OA'M, OAM' sont, comme on sait, 
semblables entre eux et au triangle qui aurait un 
angle égal à y compris entre deux côtés mesurés 
respectivement par R* et po. 
En tenant compte des relations trigonométriqucs 
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fournies par le triangle OA'M, on peut aisément écrire le dernier terme sous 
la forme 

1 j^ 2 o' ^ { j^ 2.ÔF ^ 

(en permutant les points A et M). 

Lorsque le point M est sur la sphère, la valeur de y^ se réduit à 

2 1 , r H- R — 8 cos Y 
--glog -^T^ , 

valeur obtenue (à une constante près) par Fr. Neumann (') par sommation 
d'une série de fonctions sphériques et qu'il suffira de substituer dans la 
formule (E) du n° «1. 

Si enfin, au lieu du problème intérieur, on avait affaire au problème 
extérieur, les égalités (35) et (36) subsisteraient en faisant K= ; la for- 
mule (39) devrait être remplacée par 



dp 



«'"-f^i 



e Ton aurait finalement 

41') ï:=î.-ê-l,">»('4'«5)- 

32. — Essayons encore d'appliquer la même méthode au cas de deux 
sphères concentriques. Soient <pi les valeurs données de la dérivée normale 
sur la sphère intérieure S, (de rayon R,) ; <pj, ces mêmes valeurs sur la 
sphère extérieure S^, de rayon R^. On suppose, bien entendu, vérifiée la 
condition de possibilité 



II:'''*!!:' 



dS = 0. 



(1) Vories,, ûber die Théorie des Potenlials und der Kugelfunclionen, p. 275 
Quant aux valeurs intérieure et extérieure de la fonction y", elles sont dues à 
Bjerknes {loo. cit., 1871) et à Beltrami {loc. cit., tome III, p. 370-371 ; 1873.) 
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Considérons encore la fonction auxiliaire 



,, à\ ôV i>V ôV 

Celle fonclion prendra les valeurs Rjcp, sur la sphère inlérieure, — RjOg 
sur la sphère exlérieure. La résolution du problème de Dirichlet la fera 
donc connaître. Si dès lors on se donne les valeurs V^^ de V sur une sphère 
concentrique Sq intermédiaire ou coïncidant avec Tune des deux sphères 
limites, on aura : 






les points Mo et M étant pris sur un même rayon. 

On ne peut évidemment pas prendre les valeurs V^ de V sur la sphère 
Sq d'une manière arbitraire. Ces valeurs seront déterminées par la con- 
dition que Ton ait, dans l'espace donné. 

Or, de la condition A V, = 0, résulle déjà, d'après l'identité (28), que 
AV est forcément une fonction homogène de degré — 2. 
H sera donc nécessaire et suffisant de s'assurer que AV est nul sur Sq. 
Soient p, 6, o des coordonnées polaires. On a : 

q[ ici ; 

^V = ^^ LVo ^"^'^ ^ sfiTG ^ ['''' ^ Se j -^ sTn^ô ^d = '• 

Le premier terme est donc connu et Ton connaît par conséquent la 
somme des deux autres. 

33. — La somme de ces deux autres termes n'est autre que le para- 
tnètre différentiel du second ordre relatif à la sphère. 
Soit, d'une manière générale, 

Erfw» 4- 2¥dudv -t- Qdv^ 

iï'lément linéaire d'une surface. 
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On sait que l'on nomme paramètre différentiel du premier ordre d'une 
fonction quelconque V, la quanlilA 

KG — 12 

^i paramètre différentiel du seco7id ordre, la quantité : 

(44) A2 V -= i ^ 




où H = v/EG — F* satisfait à ridenlilé 

dS = Hdtidv. 

(Voir Darboux, Leçons sur la théorie des surfaces, Livre V^ll, chap. 1). 
Si Aj (V, W) est la forme polaire de ^^ (V), on a une formule analogue 
à celle de Green : 

(45) / A. (V, W) cfS -h / W ^ ^S -H / Wa,V dS = 0, 

les intégrales «doubles étant étendues à un certain domaine pris sur la sur- 
face, et rinlégrale simple étant prise le long du contour de ce domaine. 

Si les fonctions V et W sont régulières sur toute la surface S, celle-ci 
étant fermée, on peut supposer que le domaine d'intégration comprenne 
toute la surface : l'intégrale simple disparaît alors. 

On déduit de là qu'il n'y a pas de fonction régulière et non nulle qui 
satisfasse soit à l'équation AjV = 0, soit à l'équation 

(46) A,V = Ci« 
sur toute la surface. 

34. — Le paramètre du second ordre A^V peut encore être défini géomé* 

triquement de la manière suivante : par le point M considéré de la surface, 

faisons passer deux géodésiques rectangulaires, — ou encore, deux sections 

normales rectangulaiv^es, — et sur chacune de ces lignes, considérons la 

d^y » i d^y d^\ 

dérivée seconde -7-5 , où s est l'arc de courbe. La somme -j— H- — rr des 
ds^ ds^ as^ 

d^\ 
valeurs de -^-g sur les deux géodésiques ou sections normales ne variera 

Hadamarb 4 
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pas, lorsque celles-ci tourneront autour du poipt M, en restant rectangulaires 
entre elles, et sera précisément égale à A^V. 

Il est aisé de déduire de là la relation qui existe entre le paramètre A^V 
et le symbole AV relatif à l'espace, relation dont Tidentité (43) nVst qu'un 
cas particulier. Il suffit de rapporter celui-ci à trois axes rectangulaires 
dont l'un sera la normale Mn à la surface, les deux autres Ma?i, Mx^ étant 
tangents respectivement à nos deux sections normales. Ri et R^ étant les 
rayons de courbure de celle-ci, comptés comme positifs dans le sens Mn, 
on aura 





rf'V 


1 ôV 
R, ô» 




d'W 
dsl 


Rj ftn 



et par coDséquenl, 

AV — ^1 1"'^ *iY _ A V ^'ly / * i\*^ 

35. — L'équation que nous allons avoir à intégrer est de la forme 

(47) A.V^/' 

/étant une fonction donnée en tout point de la surface. Ce problème n'est 
d'ailleurs possible (V étant une fonction partout régulière) que si Ton a 



//■ 



(48) / / fdS = 0, 



ainsi que le montre, pour W = 1, l'équation (45) étendue à toute la sur- 
face. S'il est possible, il n'a qu'une seule solution, ainsi qu'il ressort de ce 
que nous venons de dire sur l'équalion A^V = 0. 

Pour intégrer l'équation (47), on se servira de fonctions analogues à la 
fonction de Green dans le plan, c'est- à dire ayant des points singuliers 
logarithmiques. Il n'existe pas de fonction ayant un seul point singulier 
logarithmique et satisfaisant à l'équation A^V =^ 0. Mais on peut, soit con- 
sidérer, avec M. Picard, une fonction satisfaisant à cette équation et ayant 
deiùx points singuliers (comme la fonction de M.Klein, considérée au 
no 25), soit une fonction satisfaisant à Téqualion (46) et ayant un seul 
point singulier A^ autrement dit régulière partout sauf au point A, et 
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infinie en A comme log - , r étant la distance géodésique à A. SoiJ g^ une 



telle fonction : 



.M 1 



<?r = r-^H 



OÙ H est une fonclion régulière sur toute la surface. Prenant, dans la for- 
mule (45), 

W = i 

on a 

Si Ton étend Tintégralion à toute la surface, moins un petit cercle entou- 
rant le point A, l'intégrale simple se réduit à — 2it et il vient 

KS 4- 27: ^ 

K étant la valeur constante de Ag^JIJ, qui se trouve ainsi déterminée. 
Comme précédemment, on peut disposer de la fonction de A qui reste 
arbitraire dans la définition de ^^ de manière que 

(49) 5'" = ffM- 

Il suffit pour cela, d'imposer à ^ la condition 



II 



gl c?Sm = c, 



c étant une constante indépendante du point A (par exemple, c ^^ 0). 

g ^ étant connu, la solution de Téquation (47) s'obtiendra en appliquant 
la formule (45) (étendue à toute la surface, moins une petite courbe circu- 
laire entourant le point A) aux fonctions V et ^^ . Il vient ainsi 

(50) 27rVA = - / / A. ^r ^Sm -4- Ct^ 



= "11 r^^ldSu 



. On démontrerait ici aisément que la valeur ainsi trouvée de V répond 
à la question, puisque la difficulté résultant des conditions aux limites 
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n'existe pas ici. 11 suffit de remarquer, d'une pari que la fonction g^, en 
vertu de la relation de symétrie (49), satisfait encore à Téquation (46) 
quand on la considère comme fonction du point A ; d'autre part que l'ex- 
pression sous le signe / / dans la formule (50), étant irrégulière à la 
façon d'un potentiel logarithmique, la différentialion sous le signe / / 
est légitime pour former le symbole A^, à la condition d'ajouter au résultat 

la quantité — 21:/]^. Or le résultat de cette dilîérenlialion sous 1 3 signe / / 
est nul, en vertu de la condition (48). 

Sur la sphère, la fonction g^ s'obtient aisément. D'aprôs la formule (43), 
l'équation (46) s'écrira 

s-nre ci («'" " -.e) + «iPê 4 = ^ ■ 

Si l'on prend pour point 6 = le point A, g sera évidemment indépen- 
dant de Q) ; et dans ces conditions, Téqualion précédente admet (à une 
constante addltive et à un facteur constant près) une seule solution régu- 
lière pour e = 11, savoir 

. e 
(51) ^ = — logsm^. 

36. — Revenons maintenant au problème posé. H nous redite à détermi- 
ner sur une sphère Sq, une fonction régulière V^ satisfaisant à la condition 

^=V„ = - -^ (pV.). 

D'après les formules (50) et (51), cette fonction sera 



'■'"'-/ f 



^^"^0=1 / ^ (PVO log sin l dS + et", 



ce qui achève de déterminer la solution du problème. 11 faut toutefois 
nous assurer que l'on a la condition de possibilité (48), soit ici 

(52) / / |(pV.)rfS„ = 0. 
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Maïs cette condition résultera de la conditioa 
(42) / / o,dS, + / / ?.^S, = 0. 

II suffit en effet de montrer que la relation (52) sera vérifiée sur une 
sphère intermédiaire S^ au moins. 

Or on a, dtn étant Téléinent de sphère de rayon 1 qui correspond à 
Télémenl c/Sj ou rfS, 

(pj rfS, = ^* dSi = V,p, c/o). 

Donc l'intégrale / / V,prfa), étendue à la sphère de rayon p, prend la 

même valeur pour p == p, et pour p = p^. Sa dérivée par rapport à p s'an- 
nule donc au moins pour une valeur po de p comprise entre Pi et pj, de 
sorte qu'on peut prendre pour S^ la sphère de rayon p^ (*). 

39 • — Ou peut se demander si des considérations analogues à celles que nous 
avons présentées pour la sphère ne permettraient pas de résoudre le deuxième 
problème aux limites pour d'autres surfaces. La réponse est négative, au 
moins pour la méthode telle que nous l'avons développée. Soient, en effet, 
a, p, Y les cosinus directeurs de la normale à une surface fermée S et sup- 
posons encore qu'on connaisse, eu tout point de S, la quantité 

ôV ôV û ôV ôV 

on àx ày ^ i>z 

Il faudrait, pour imiter la marche suivie dans le cas de la sphère, connaître 
trois fonctions X, Y, Z, proportionnelles, sur la surface S, à a, p, y et telles 
que l'équation AV = entraîne 



(53) .(xf + Y'lï + Z^-^:\ = 



0. 



(i; Bien entendu, dans ces conditions l'intégrale | | Vjp dw sera nulle, non 

seulement pour une valeur de p, mais pour toute valeur de p comprise entre pj et 
p2. Il est d'ailleurs aisé de voir comme conséquence de l'équation AV, = et abstrac- 
tion faite de la condition (42), que cette intégrale est une fonction linéaire de p. 
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dx' 


_ d}/ dz' 


^{X'.Î/\Z' 


) Y(x',î/'. O ~~ Z{x\y',z') 




(a-' — $ (.r, y. z, l) 

{ y' =- ^i 0^» y* ^» ^0 






( z' =^^{x,y,2,l) 
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Nous avons vu au no 30 qu'il en était ainsi pour X = .r, Y = j/, Z = 2; et 
ce fait nous est apparu comme une conséquence de celui-ci, que 

ôV ôV ôV 

i)X ^ ày dz 

est une transformation infinitésimale d'un certain groupe à un paramètre. 

Inversement, X, Y, Z étant trois fonctions qui donnent lieu, pour toute 

fonction harmonique, à la relation (63), considérons le groupe à un para- 

' , i>V . dV iW 

mètre qui a pour transformation infinitésimale X ~- -f-\'— 4-Z— ;: au- 
^ '^ i^x dy '^z 

trement dit, écrivons les équations di (Té reuti elles 

= dl 

A {X'. y\ 5') I (x', î/'. -:') i^ {x\ y', z') 

et soit 



(54) 



la solution qui, pour X = 0, se réduit à x, y, 2. Le premier membre de la 

relation (53) peut s'écrire -> AV^x',y', «') et dans l'hypothèse où nous nous 

plaçons, celte quantité est nulle, pour une valeur quelconque de X, si la 
transformation (64) correspondante conserve l'équation AV 0. 
Or, les conditions, pour qu'il en soit ainsi, sont : 

/i\v'\' /oi/\ /dz'Y /<\v'Y /^i/'\' AvS' 
(W -^UW-^UW -Wy) -^Uy) -^U 

^ ^ ^1 m:' Ckv' dy' i>v' ^^' *>-' ^^'^' «>r' <\y' ^!/' ^z' i^s' 

i)y ùz dy ôz C^y dz dz dx dz dx dz dx 

dx' dx' d}/ du' d^' dz' ^ 

dx dy dx dy dx dy ' 

^^^^ dv' "^ dy' "^ dz' — iU--^ "^ dy' "^ dz'- — dx- "^ dy' "^ dz' "" "' 

,d\ d\ d\ 

Donc, si lu Iransformalion X ; i"Y'T — hZ-- conserve l'équation AV=0, 

' dx dy dz ^ 

les dérivées par rapport à X des premiers membres des équations (56) et (56) 

doivent être nulles en même temps que ceb premiers membres eux-mêmes, 

— ce qu'il e^t aisé de vérifier directement. 
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Les conditions (66), (56) sont d'ailleurs vérifiées pour X = 0, puisque x\ y\ 
z se réduisent à ar, y, z. Donc, elles sont vérifiées pour toute valeur de X. 

Mais les équations (65) définissent les transformations conformes de l'es- 
pace, et les équations (56) excluent k leur tour toute transformation autre 
que les déplacements et les similitudes. 

Si Ton adjoint la condition que X, Y, Z soient les paramètres directeurs 
de la normale à une surface formée, il est aisé de voir que cette surface ne 
peut être autre qu'une sphère. 



§ 7. — PROBLÈMES MIXTES 



38. — Nous nous sommes jusqu'ici occupés du problème dans lequel la 
dérivée normale était donnée sur toute la surface limile. Il ne faudrait pas 
croire que ce problème et celui de Dirichlet dans lequel les valeurs de la 
fonction V elle-même sont données sur toute la frontière soient les seuls 
que nous puissions avoir à résoudre. Non seulement, en théorie de la 
chaleur, on rencontre des questions analogues dans lesquelles interviennent 

dY 
les valeurs de 4 — h ^V {h étant un nombre négatif). Mais, même en Hy- 
drodynamique, on est, en général, conduit, non au problème de Dirichlet ou 
à celui que nous venons de traiter, mais à un problème miœte dans lequel 
les valeurs de la fonction harmonique cherchée V sont données sur une 
partie de la surface et celle de sa dérivée normale sur l'autre partie (^). 

Comme les précédents, ce problème, s'il a une solution, n'en a qu'une 
seule ; le raisonnement classique par lequel, on démontre ce fait, pour les 
deux premiers problèmes s'applîquant encore sans modification. Mais ce 
résultat négatif est presque le seul que nous possédions à son égard. 

39« — L'étude d'un cas limite permet de se rendre compte au moins 

de la nature de la difficulté. Proposons-nous de résoudre le problème 

pour la portion de l'espace située au dessus du plan des x y, la valeur de 

d\ , 

-T- étant donnée en tout point de ce plan À Texceplion d'une certaine 

aire 2 dans laquelle on donne V lui-môme. On impose en outre à la fonc- 
tion V la condition de s'annuler à l'infini à la façon d'un potentiel (les 



(*) Ce problème pourrait, à la rigueur, être regardé comme un cas particulier de 
celui qu'on étudie en théorie de la chaleur, en considérant h tantôt comme nul, 
tantôt comme infini. 
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valeurs données à la frontière étant supposées bien entendu compatibles 
avec celle condition). Le problème est alors déterminé. 

Si la valeur de V était donnée sur tout le plan, la solution serait un po- 

V 

tentie! de double couche d'épaisseur ^— . Si au contraire la dérivée était 

donnée partout, V serait un potentiel de simple couche de densité .^- ,- * 

Nous prendrons comme inconnues auxiliaires les valeurs de la densité 
de cette simple couche dans Finlérieur de Taire S. Celles-ci seront déter- 
minées par la condition que le potentiel correspondant ait, dans cette aire, 
des valeurs connues (savoir, les valeurs données diminuées de celles que 
prend le potentiel de la simple couche extérieure à S). 

Le problème ainsi posé : distribuev sur une aire lirnilée donnée 2, une 
simple couche dont le potentiel ait une valeur donnée en chaque point 
de S, peut être ramené au problème de Dirichlet de la manière suivante. 

Sur la normale à 2, portons de part et d'autre de très petites longueurs X 
s'annulant au contour. Nous formons ainsi deux feuillets constituant par 
leur ensemble une surface fermée S. Le problème qui consiste à trouver 
sur S une simple couche de potentiel donné en chaque point n'est autre 
que celui de la distribution électrique sur S (supposée placée dans un champ 
électrique donné) ; il se ramène au problème de Dirichlet. La densité cher- 
chée sur £ est évidemment le double de la limite vers laquelle tend la 
densité sur S, lorsque les longueurs X tendent vers zéro. 

Lorsque Taire 2 est circulaire ou elliptique, on peut prendre pour S 
un ellipsoïde infiniment aplati ayant S pour section principale. 

Les méthodes connues pour la résolution du problème de Dirichlet sur 
TellipsoYde donnent alors la solution du problème. 

Le procédé précédent ne s'applique malheureusement pas (du moins 
sous la même forme) hors du cas de la frontière plane (lequel est dépourvu 
de signification réelle). Considérons par exemple une sphère dontlasurface 
est divisée en deux parties dans Tune desquelles^S, on donne la valeur de V 

pendant que la donnée est -,— dans le reste. Si S se réduisait à 0, la valeur 

de la fonction harmonique V serait donnée par la formule (31). Si donc 

d\ 
on prend pour inconnues auxiliaires les valeurs de. -%- dans Taire S, on 

devra les déterminer par la condition que l'intégrale 

' log - .-_i rfS 

1^ po sin Y / 
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ait des valeurs données sur 2. C*est un problème beaucoup plus difficile 
que le premier : il appartient il est vrai, à une catégorie de questions qui 
ont été résolues par les récents travaux de M. Fredholni (*). Mais celle solu- 
tion est de forme relativement compliquée. 

40. — 11 existe cependant quelques cas exceptionnels où le problème 
mixte se ramène aisément à celui de Diricblet. Tels sont, par exemple : 

le cas d'un prisme ou d'un cylindre droit (Taxe des z parallèle aux 

dS 
arêtes), V étant donné sur la surface latérale ol ,- sur les bases. La fonc- 
tion hermonique — sera alors donnée par le? conditions de Dirichlel; 

celui d*une portion de sphère limitée par un angle polyèdre ou un cône 
ayant son sommet au centre, V étant donnée sur la surface polyédrique ou 

conique, -t- sur la surface spbérique. (Un cas particulier remarquable est 

celui de la demi-sphère, la surface polyédrique étant réduite à un plan). 
On opérerait comme au n" 30 ; 

celui d'une portion de volume de révolution limitée à deux plans menés 

par Taxe, -r- étant donné sur ces plans et V sur la surface. On prendra 

pour nouvelle inconnue la fonction harmonique (comme en s'en assure 

aisément par les considérations des n°*30el 37) x v — (où Taxe des z 

est Taxe de révolution). 

On calculerait également sous iorme de série de fonctions sphériques 
(comparer 29 bis) une fonction harmonique dans l'espace compris 
entre deux sphères concentriques et donnée par des valeurs sur une des 
sphères, celle de sa dérivée normale sur Tautre. 

41. — D'autre part, on généralise sans difficulté au problème mixte la 
théorie de la fonction de Green que nous avons appliquée au problème de 
Neumann. Seulement cette fonction de Green est en général inconnue. 

41***. — II est clair, comme au n*' 5, qu'on ne doit pas considérer comme 
essentiellement différent du problème dont nous venons de parler, celui 
dans lequel, avec les mêmes conditions aux limites, on aurait affaire, non 
plus à l'équation de Laplaoe, mais à l'équation (2). 

(*) Voir entre autres C.-R Ac. des Se, 27 janvier-3n juin 1902. 
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LES ONDES AU POINT DE VUE CINEMATIQUE 



§ i. — RÉSULTATS CLASSIQUES (») 

a) Résultais relatifs aux déformations 

42* — La posîlion d*un milieu déformable^ tel qu*un fluide, est définie 
lorsque Ton assigne la position de chaque point : autrement dit, lorsque 
les coordonnées x, y, z d'un point quelconque sont données par des rela- 
tions de la forme 

f ar = Fi (a, h, c) 
(1) ij = ¥,ia,h,c) 

{ z = ¥^ [a, h, c) 

a, 6, o, étant des paramètres destinés à distinguer les uns des autres les 
différents points du fluide, par exemple les coordonnées qu'avaient respec- 
tivement les points'dans une position déterminée de ce milieu. 

S'il y a mouvement j c'est-à-dire si la position du milieu dépend du 
temps f, les formules (1) deviendront 

!T =r Fi [a, h, c, t' 
y = F, (a, 6. c, 
2 = F, (a, b, c, 0- 

La figure formée par l'ensemble des points dont chacun a pour coordonnées 
cartésiennes les valeurs de a, b, c correspondant à un point du milieu sera 
dite l'état initial de ce milieu. Cet état initial pourra élre, par exemple, 
celui où se trouvait le milieu à un instant déterminé tQ de son mouvement. 



(«) Voir Lord Kelvin et Tait, Treutise of natural philosophy ; Kirchhofl. Méca- 
nique ; Traite de Mécanique rationnelle, de M. Appell, tome lU, ch. xxii et ixiii. 
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Mais il n'est pas nécessaire qu'il en soit ainsi, ni même que l'étal inilial 
soit physiquement réalisable ; son rôle se borne à permettre d'exprimer 
mathématiquement que la particule qui, à l'instant t^, occupe la position 
(a?j, y,, z^ est la même qui, à Tinslant /,, élait en (x,, i/i, z,) : on recon- 
naîtra qu'il en est ainsi lorsque les valeurs de a, h, c qui, pour f = f,, 
donnent ^ = a^i, y = t/i, ^ = ^i seront les mêmes qui, pour t = Z^, 
donnent j: = x„ y :=y^, z = z^. 

Rien ne nous empêchera, le cas échéant, de changer d'état initial ; autre- 
ment dit, d'exprimer x^ y y z, dans les formules (1'), non plus en fonction 
de a, 6, c, mais eu fonction d'autres paramètres a\ l'y c\ pourvu que ces 
derniers soient fonctions uniquement de a, b, c, et non du temps, a, b, c 
étant également calculables en fonction de a', b\ d , 

43. — Dans le cas particulier où on considère l'état inilial comme une 
première position occupée par le milieu, les formules (1) définissent une 
défonnaiion permellant de passer de cette première position à celle dans 
laquelle les coordonnées sont a?, y, z. 

On nomme déformation identique cello dans laquelle la seconde position 
coïncide avec la première, les fondions Fj, Fj, F3 n'étant, respectivement 
autres que a, 6, c. 

44. — Il sera toujours supposé que les équations (1'), lorsqu'on y donne 
ar, y, z et <, admettent une solution unique en a, 6, c : autrement dit, qu'à 
un même instant ^ deux particules différentes ne peuvent occuper la même 
position. Ceci exprime évidemment Vim/té7iélrabilité de la malière. 

45. — Nous supposerons également que les fonctions or, y, z sont en 
général continues. Nous remarquerons toutefois qu'en ce qui concerne la 
continuité par rapport à a, b, c, cette seconde hypothèse est beaucoup 
moins légitime que la première. C'est ce dont on se rendra compte en 
remarquant que deux liquides ou deux gaz mis en présence finissent en 
général par se mélanger : dans ce cas il esl clair que des molécules séparées 
primitivement par des intervalles finis, — à savoir celles qui appartiennent 
respectivement aux deux fluides et n'étaient pas primitivement situées sur 
leur surface do contact — , viennent plus tard en contact immédiat les 
unes avec les autres. 11 n'y a évidemment aucune raison de supposer que 
les différentes parties d'un même fluide ne diffusent pas les unes dans les 
autres comme le font les molécules de deux fluides diflérents : s'il en esl 
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ainsi, x^ ?/, z, tout en étanl continues par rapport à /, seront des fonctions 
totalement discontinues de a, 5, c. 

Malgré cela, Thypothèse de la continuité semble, dans un grand nombre 
de cas, rendre un compte suffisant des phénomènes. Nous l'adopterons 
dans ce qui va suivre et nous supposerons même les fonctions a*, y, z 
dérivables en général. 

45^» — II est clair que ceci limite, dans une certaine mesure, ce qu'il y 
a d'arbitraire, d'après ce que nous avons dit plus haut dans le choix de 
Télat initial : lorsque nous remplacerons les coordonnées initiales a, h, c 
par d'autres a\ &', c', il faudra que celles-ci soient des fondions dérivables 
des premières. 

40. — Nous n'excluons d'ailleurs pas — et nous étudierons plus loin — 
le cas où les fonctions ;r, y, z seraient discontinues, par rapport à er, h, c, 
sur des surfaces isolées. 

En particulier, tandis qu'il ne peut jamais arriver, en verlu de notre 
première hypothèse (n* 44), que deux portions du milieu pénétrent Tune 
dans l'autre, l'inverse peut avoir lieu : il peut fort bien se faire que deux 
régions primitivement con ligues se séparent Tune de l'autre, de manière 
à creuser une cavité entre elles. 

On suppose toutefois, sauf indication contraire, — et c'est aussi ce que 
nous ferons dans ce qui va suivre — , que de telles cavités ne se produisent 
paSf se réservant de traiter h part les cas où elles prendraient naissance. 

47. — Nous allons rappeler d'abord les principes relatifs aux déforma- 
tions. 

Les équations (1), différenciées, donnent 

!dx =^ a^da -\- 6, db ^- Ci (/c, 
d\j = a^da -{- h^ db -h c, de, 
dz =1 a^da -t- 63 db H- c^ de, 

fli, bi, Cj, a^y b.^y Cj, a.^y 63, C3 étant les dérivées partielles de a?,//, z par 
rapport à a,byC. Le déterminant 



(3) 



D = 






6X 


^x 


007 


^ 


Ib 


i>C 


ô;/ 


^V 


î>.V 


i>a 


06 


5C 


^2 


^z 


i>-J 


i)a 


ob 


^c 



Digitized by 



Google 



'^^f■ 



LES ONDES AU POINT DE VUK CINKMATIQUK 



61 



déterminant fonctionnel de x, y^ z par rapport à a^ h, l\ ne saurait changer 
de signe lorsqu'on fait varier a, 6, c ; sans quoi il est aisé de voir que ce 
changement de signe ayant lieu suivant une surface de position initiale S^ 
et de position actuelle S, les régions du milieu initial voisines de Sg et 
situées de part et d'autre de S^ donneraient, dans le milieu actuel, des 
régions contiguës à S et situées du même côté de S : ce qui est contraire 
à l'hypothèse faite au n** 41. Le déterminant 1) ne saurait non plus, dans 
l'équation (1'), s'annuler, quels que soient a, h, c, pour une certaine valeur 
de iy sans quoi on sait que a?, y, z ne seraient pas des fonctions distinctes 
de a, 6, c, contrairement à la iréme hypothèse. Ce déterminant aura donc 
un signe invariable ; nous le supposerons toujours positif ('). Ce détermi- 
nant D est lié à la densité p du milieu au point considéré. Celle-ci est en effet 
définie par la condition que l'élément de masse dm soit égal a p dx dy dz. 
Ce même élément étant, d'autre part, égal à p^ dadbdc, où p^^st une fonc- 
tion de a, bj c indépendante de ^ on a 



(3') 



D 



nous supposerons que p n'est jamais infini, de sorte que D ne s'annule pas. 
On désigne encore le déterminant D = ^ sous le nom de dilatation de 
l'état (a?, y, z) par rapport à l'état (a, 6, c). 

48. — Si le milieu considéré n'occupe qu'une portion limitée de 
l'espace, il est impossible (dans les hypothèses théoriques que nous avons 
adoptées) qu'un point situé sur la surface limite dans Tétat initial de- 
vienne ensuite un point intérieur ou inversement. Car un petit arc de 
courbe à tangente variant continûment comprenant le point en ques- 
tion se changera nécessairement en un arc analogue, lequel sera ou ne sera 
pas nécessairement compris tout entier dans le milieu, suivantque ce point 
est ou non intérieur. 

49. — Si l'on se borne à étudier ce qui se passe au voisinage d'un point 
déterminé du milieu en négligeant les infiniment petits d'ordre supérieur 
et que, dans chacun des espaces initial et actuel, on transporte l'origine 



(*) Il est clair que ceci apporte une nouvelle restriction au choix de l'état initial. 
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des coordonnées en ce point, on pourra remplacer, dans les formules (2), 
da, dh, dCf dx^ dy, dz par a, 6, c, x, y, z et écrire 

( x= UiU -h bib -{- c^c 

(2') I yz=a^a-{- b^b -h c^c 

[ :r= ajtt -h 63Ô -h CgC 

La déformation du milieu autour du point considéré coïncide donc 
sensiblement avec celle qui est définie par la substitution linéaire (2'). 

Géométriquement parlant, la transformation (nommée quelquefois affi- 
nité) définie par les équations (2') est une transformation homographique 
qui conserve le plan de l'infini. Elle peut être considérée comme caracté- 
risée par la propriété de changer deux droites parallèles quelconques en 
deux droites parallèles et d'altérer dans un même rapport deux segments 
quelconques pris sur ces deux droites. 

50. — Les équations (2') peuvent, en général, on le sait, être mises 
sous la forme 

(4) X = s,A, Y = 5,B, Z = S3C. 

où A, B, C sont des fonctions linéaires de a, b, c et X, Y, Z désignent les 

^ mêmes fonctions de x, y^ z \ les nombres s^, s^, s^ étant les racines de 
Féq nation 

«j — s &i Cj 

«2 ^s — ^ ^2 

«3 *3 ^3 — « 



(5) 



= 0; 



mais lorsque Téquation précédente a des racines multiples, il n*est pas tou- 
jours possible de réduire la substitution (2') à la forme (4). Déplus l'équa- 
tion (5) peut avoir des racines imaginaires. 

Une autre forme donnée à la substitution (2'), et qui a une bien plus 
grande importance en mécanique des fluides, est, au contraire, toujours 
possible sous forme réelle : c'est celle qui fait intervenir la notion de 
déformation pure. 

On dit que la substitution (2^) représente une déformation pure lors- 
qu'elle peut être mise sous la forme (4), les plans A=0, B = 0, C = 
formant un trièdre trirectangle. La condition nécessaire et suffisante 
pour qu'il en soit ainsi est que la quantité 

(6) ooda -h ydb + zdc 

soit une différentielle exacte, autrement dit, que le déterminant (3) soit sy- 
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métrique. La première partie de cette proposition fait partie de la |thé 
connue des surfaces du 2° degré; la seconde résulte de ce que Texpres 
(6) est invariante par tout changement de coordonnées rectangula 
effectué simultanément sur ar, i/. s et sur «, 6, c, et de ce que, d'autre f 
lorsqu'on prend pour nouveaux plans cordonnés les plans A = 0, B = 
= 0, (ce qui est possible s'il s'agit d'une déformation pure), les éc 
tions (4) deviennent 

(4') x = Sia, y = ^ib, 2 =s.,c. 

On voit, d'après cette dernière forme, que la déformation pure revie 
un système de trois dilatations effectuées dan s des direction s rectangula 
entre elles. 

51. — Toute déformation de la forme (2') peut être remplacée par 
rotation précédée ou suivie d'une déformation pure. H sufGt, à cet effet 
considérer Vellipsoîde des dilatations ou Vellipsoïde de déformation. 
nomme ainsi, dans une déformation quelconque déûnie par les équations 
Tellipsoïde cp=;= 1, «p étant la forme quadratique défmie par l'identité 

o [da, db, de) = (l -4- 2e,) da^ H- (i 4- 2 e,) db^ -4- (i + 2S3) dc^ 
-h 2 Y, rfô c?c + 2 Yi de da -f- 2Y3 da db = dx^ -h dtf + dz^ 

Les c'jefficients e,, e,, e^, Yi, Y2» Ï3 ^"* figurent dans la formule pi 
dente, c'est-à-dire les quantités données par les formules 
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(7) 



ont dites les composantes de déformation. La dilatation D est une f 
tion de s,, e^, S3, y,, Y2» Y3 • car le discriminant de o est égal à D^. 
Lorsque la déformation est de la forme (8'), l'ellipsoïde de déformati 

(70 ^(a,b,c)=i. 

est le lieu des points qui, une fois cette déformation effectuée, se trou 
sur la sphère 

a?2 -hy* -+-^2^1. 
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Trois plans diamétraux conjugués de la quadrique (7') deviennent, par 
la déformalion (8), trois plans reclangulaires. H exisie donc un Irièdre 
tri rectangle T et un seul auquel correspond un trièdre trireclangle T' : 
c'est celui qui est lornaé par les plans principaux de la quadrique en 
question. Une rotation de l'un des deux espaces amènera les deux trièdres 
T, T', à coïncider, après quoi il ne restera plus, pour faire coïncider entiè- 
rement les deux milieux, qu'à effectuer une déformation pure. 

Si la substitution (2') est une déformation pure, la quadrique f^^ 1 
définie par Tidenlité 

(6') 2 ^^^^ ^^^ "^ y^^ "^ ^^^ 

a les mêmes plans principaux que l'ellipsoïde (7'), les axes de Fun ayant 
pour longueurs les carrés de ceux de l'autre. C'est ce qui se voit immédia- 
tement en prenant la déformation pure sous la forme (4';. 

52. — Tous ces résultats relatifs aux déformations sont bien connus 
mais nous devons insister un instant sur un cas particulier auquel on 
peut, comme l'ont fait lord Kelvin et Tait, rattacher le cas général par la 
considération des sections circulaires de l'ellipsoïde (7'). 

Soient P un tel plan de section circulaire, P' son homologue : un cercle 
tracé dans le plan P a pour transformé un cercle du plan P' : autrement 
dit toutes les lignes du plan P sont dilatées dans le même rapport, de sorte 
que toute figure du plan P est semblable à son homologue du plan P'. 
Pour transformer le milieu initial en un autre qui soit semblable au mi- 
lieu final (autrement dit qui s'en déduise par une homothélie et un dépla- 
cement), il suffira donc de lui faire subir une déformalion de la forme 
(2') dans laquelle tous les points du plan P resteront inaltérés. Ce sont de 
telles déformations que nous allons étudier spécialement. 

Si, pour simplifier, nous prenons pour plan des xy le plan P, les for- 
mules (2') s'écriront évidemment 

/ a; = a -f- Xc 
(8) j y = ^ + KC 

; z = c{\ -f- v), 

puisque pour c = on doit avoir x =z Uy y =z hy z = c. 

Les formules ainsi écrites montrent que les déplacements de tous les 
points ont même direction et sont proportionnels aux distances de ces 
points au plan P. Pour connaître entièrement la déformation en question, 
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il suffira de se donner le segment (X, ii., v\ Ce segment, qui représente le 
déplacement d'un point situé à Tunilé de distance du plan P, peut donc 
être appelé le segment caractéristique de la déformation. 

Le triangle M^moM {fig, 4) formé par un point quelconque Mq, sa pro- 
jection sur P et sa nouvelle position 
après la déformation, est constamment 
semblable au triangle analogue formé à 
l'aide d'un point déterminé situé à l'u- 
nité de dislance du plan P et ayant 
pour un de ses côtés le segment carac- 
téristique. 

Pour que Ton ail affaire à une dé- 
formation pure, il faut et il suffit que 
X == |A = 0, c'est-à-dire que le segment caractéristique soit normal au 
plan P : la déformation se réduit alors à une dilatation normale à ce plan. 

Supposons qu'il n'en soit pas ainsi ; nous pourrons toujours néanmoins 
supposer fA = 0, en prenant pour plan des xz un plan parallèle au seg- 
ment caractéristique. Prenons ce plan pour plan du tableau. 

Soit M la position finale du point situé primitivement en M^ dans le 
plan du tableau. La perpendiculaire élevée au milieu deMoM, dans ce 




N„ 




plan, coupe le plan P en un point 
Ifig. 5) tel que OM = OMo- Par un 
second point 0' appartenant égale- 
ment à la trace du plan du tableau 
sur le plan P, menons une droite 0' 
M'o égale et parallèle à 0M(,. Le paral- 
lélogramme OMo 0' M'o se transfor- 
^ mera en un autre parallélogramme 

^^é- S MO' M' : il se sera déformé à la 

façon d'un parallélogramme articulé. 

De cette déformation, il est aisé de déduire le déplacement d'un point 
quelconque N^ du plan du tableau. Si en effet, par ce point, nous menons 
une parallèle à OM^, laquelle coupe 00' en w et M^ M' o en i/^» ^ point [Iq 
pourra évidemment être considéré comme entraîné par le mouvement de la 
base supérieure MqM'q du parallélogramme articulé : ce qui fera connaître 
sa nouvelle position jx. En prenant alors, sur la droite a)(x, un segment wN 
égal à coNq, on aura la nouvelle position du point N^. 

Le mouvement d'un point non situé dans le plan du tableau sera d'ailleurs 
défini par celui de sa projection sur ce plan. Au reste, pour obtenir en 
Hadamabd 5 
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même temps les déplacements de tous les points de l'espace, il suffirait 
évidemment de remplacer notre parallélogramme articulé par un parallélé- 
pipède droit articulé, ayant pour base ce parallélogramme. 

53.— Si Ton a pris 0(y égal à OMo, le parallélogramme OM^ 0' M'^ est un 
losange, et il reste tel après déformation. Les deux diagonales de ces losanges 
et la perpendiculaire au plan du tableau constituent donc les axes du Irièdre 
T qui est tri-rectangle lant dans l'état initial que dans letat final. Si Ton 
veut décomposer la déformation en une déformation pure et une rotation, 
celle-ci a pour axe la perpendiculaire au plan du tableau et pour angle, 

celui dont tournent les diagonales du losange, soit — °^— . 

54. — Le rapport des densités, autrement dit le rapport dans lequel est 
altéré le volume du parallélépipède articulé, n'est évidemment antre que le 
rapport dans lequel est altérée la surface du parallélogramme qui lui sert 
de base, ou encore la hauteur de ce même parallélogramme : on aura donc 

P» = 1 -H V 

P 

V élant la composante normale du segment caraclérislîque. 

Si cette composante est nulle, il est clair que toute figure située dans un 
plan Pj parallèle à P subit, dans son plan, une simple translation parallèle 
à la direction fixe (X, {ji, 0) et proportionnelle à la distance des deux plans 
P Pi. Une telle déformation prend le nom de glissement. 

En décomposant le segment caractéristique en deux, dont [fun soit pa- 
rallèle au plan P et l'autre perpendiculaire à ce plan, on décomposera la 
déformation qui nous occupe en un glissement et une dilatation pure. 

55. — Si le plan P, au lieu d'être le plan des œy, avait pour cosinus 
directeurs a, p, y» les formules (8) seraient évidemment remplacées par 

!a? rrr a -f- X (aa H- pè -t- YC», 
y = b-\'liira -h pô -h ^c), 
z = c -H V [aa -i- p6 -H Yc\ 

Le segment caractéristique serait celui qui aurait pour projections X, ji, v, 
et le rapport des densités, lié, comme nous l'avons vu, à la composante 
normale de ce segment, serait 



(10) ^<^ = \ + Xa -h |jl3 4- vv. 
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Le apport serait également celui dans lequel serait altérée la dislance 
d'un point quelconque au plan P. 

5©. — Ce qui précède nous permet de nous représenter, dans le voisinage 
d'une surface S> une déformation (non plus homographique, mais quel- 
conque) qui laisse inaltérés tous les points de cette surface. Celle-ci 
pourra en effet, au voisinage d'un quelconque de ses points^ être assi- 
milée à son plan tangent, de sorte que le déplacement d'un point quel- 
conque Mo de l'espace voisin de 0, s'obstiendra en multipliant un segment 
déterminé (X, ji, v) par la distance normale du point M^ à la surface. Bien 
entendu le 8egment(X, fi, v) varie avec la position du point sur S. Les 
dérivées partielles de x, y, z par rapport à a, 6, c, au point 0, seront 



(11) 



^=1 + 
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X«. 


s=^?. 




-S = ua. 




3='--p. 




-- = va, 
oa 




:=•'?. 





a, p, Y étant les cosinus directeurs de la normale à S en 0. La dilatation 
en ce point, égale au rapport dans lequel sera changée la plus courte distance 
du point Mo à S, sera donnée par la formule (10), laquelle représente 
d'ailleurs bien le déterminant du tableau (11). 

57. — Déformations d'ordre supérieur, — Si après avoir tenu compte, 
comme nous l'avons fait, des infiniment petits du premier ordre dans 
une déformation quelconque, on voulait faire intervenir les infiniment 
petits d'ordre supérieur, on serait conduit, dans le cas général, à une 
étude extrêmement compliquée et qui semble actuellement inutile. Nous 
n'aurons besoin de faire cette étude que dans un cas extrêmement parti- 
culier, tout à fait analogue à celui que nous venons de traiter. 

Nous considérerons une déformation qui, non seulement laisse inaltérés 
tous les points d'une certaine surface S, mais coïncide en chacun de ces 
points avec la déformation identique aux inOniment petits du n'*"« 
ordre près, c'est-à-dire est telle que toutes les dérivées partielles de x, y, z 
par rapport h a^ byC jusqu'à l'ordre n — i inclusivement soient nulles sur 

S, à l'exception des dérivées ~ » -^j -- qui seront égales à ! . Cherchons les 

relations qui auront lieu, dans ces conditions, entre les dérivées d'ordre n. 
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La méthode dont nous allons nous servir pourrait d'ailleurs remplacer 
celle que nous avons employée au n° précédent, pour le cas de n = 1. 
Soit d*abord, pour Gxer les idées, n = 2 et désignons par 

/•(a, h, c) = 0, 

l'équation de S et par /à, /&, fc les dérivées partielles -^i ^'.^ -^. 

OC* OC/ o o 

La relation 

a Heu par hypothèse en tous les points 'de S. Nous pourrons donc la dif- 
férencier sur cette surface : autrennent dit, la relation 

— - da -h ^ — -. dh -h ~— - de = 0. 

aura lieu pour toutes les valeurs de da, db, de qui satisfont à la relation 
(12) fa da -^ ft,db -\- /; de = 0, 

ceci donne 



m^ M db 




A ~ /; - 


" /. 



De nïême les équations ,- = 0, -- = différenciées sur S, donneront 
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(^') /ji " ff\ ~~ fi. ~~ f^. '~ f\f — /;2 



ou, en désignant par X la valeur commune des rapports précédents, 

(14) 
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relations que Ton peut exprimer ainsi : Téquation symbolique 

(14') (^^ da -h f^ dh -h l, de)" ce = \{Uda + f,db + f^dcf 

est une identité par rapport aux diiïérentîeiles duy db, de. 

Si nous remarquons que la différence x — a est nulle, au point consi- 
déré de S, ainsi que ses dérivées premières, nous voyons qu'on peut écrire, 
aux infiniment petits près du troisième ordre^ 

(15) x = a -^ -^. 



De même, en introduisant de nouveaux nombres [i, v, on pourra écrire 
(15') 



» = » + (# 



z = c -h ^ 



58. — Les quantités /*«, /J,, f^ sont proportionnelles aux cosinus direc- 
teurs a, p, Y delà normale à S. Elles sont même respectivement égales h ces 
cosinus directeurs, si 1 équation de S a été prise sous une forme convenable. 
Supposons qu'il en soit ainsi : alors f représentera, aux infiniment pelits 
du second ordre près, la distance normale 8 du point (d, h, c) à S. Nous 
voyons alors que la déformation considérée est connue, aux infiniment 
petits du troisième ordre près, dès qu'on se donne en chaque point rn de S 
le segment (X, ji, v). Le déplacement d'un point quelconque Mq voisin de 
S s'obtiendra en menant de ce point la normale M^m =r=: o et multipliunt 

par -y le segment (X, (ji, v) correspondant au point m. Un petit segment de 

normale à S deviendra, dans la déformation, un segment de parabole. 

59. — Les choses se passent d'une façon tout analogue pour n supérieur 
à 2. Par hypothèse, on aura (pour p -\- q -^ r = n -- i) 

laquelle, différenciée sur S, donnera 

ô'*%r ô^jî ^'^x 

moyennant la relation (12; et, par conséquent, 

bai* + ^ ôèî ôC * '*"" ôo''ô6« + *ôc'* ' '^ ~"ôa''ô6ôc''+' ' '"" 
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h-'"' Autrement dit, le rapport 

i- est indépendant du choix des indices p, q, r, pourvu que leur somme soit 

^'/ égaie à n. C'est ce rapport que Ton désignera par X et il existera de même 

J" deux autres nombres ja, v tels que l'on ait 



(16') 






ce qui donne encore 

(ô^ c^« H- ^ c?^ + ^ o^c j a? = X (/àrfa H- /irf6 h- /irfc)'» 

(â "^^ "^ ôl ^^ ■*" ^ ^^) ''^ = ^ (/"«"^^ "^ ^^'^^ "^ ^*^^)"' 

Supposons encore l'équation de S prise de manière à ce que/* représente 
la distance normale du poinl (a, 6, c) à S et /à, /i, /c les cosinus directeurs 
de la normale à S. Nous voyons que le déplacement d'un point voisin de S 

est de la forme I -^,, ^, -y ). Les petits segments de normales à S se 

transformeront en segments de paraboles de degré n. 

60* — La densité, dépendant de dérivées du premier ordre, reste inaltérée 
dans les déformations d^ordre supérieur que nous venons de considérer: 
ses dérivées d'ordre au moins égal an — 1 sont seules modifiées. 11 est 
aisé de voir quelles seront ces modifications pour l'ordre n — 1. 

Parlons, en effet, des formules (3), (3') : ici tous les éléments du déter- 
minant D sont égaux à zéro, sauf ceux de la diagonale principale qui ont 
la valeur 1 . Formons la dérivée 



Tant que nous ne ferons pas porter tout le poids de la différenciation 
sur un seul et même élément, le terme obtenu sera nul, puisqu'il n'y 
figurera que des dérivées d'ordre inférieur à n, lesquelles sont nulles par 
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hypothèse (sauf celles d'ordre un). Si, d'aulre part, nous faisons subir 

l'opération r — ^^ ^^ élément non principal, nous devrons muUiplier 

le résultat obtenu par le mineur relatif à cet élément, lequel est nul. 1 
ne reste donc que les trois termes obtenus en dérivant n — 1 fois les été- 
n^enls de la diagonale principale : soit (puisque les mineurs correspondant 
à ces éléments sont égaux à 1) 



■_L. (?A 



iVa? ^"1/ o'*z 



dX p 


=^(v. 


-i-H/i-H 


vA), 


1 Pç- 


- A ()/. 


+ (^A -+- 


''A). 


ô^ p 


= /-o(Va 


-hhA + 


vA)- 



^a^ y)bi OC" \ p / c^ai' "^ * c>6v i>c'' i>a/' i>6'/ • ' t^c'" oa^' dô* ôc'* + ' 
et par conséquent, en vertu des formules (16), (16'), 

d"') .-nSi^' (?) = ^-' A' /"'^ ^^f' -'- '^z"' ^ ^z"') ' 

par exemple, pour n = 2, on aura 



(17) 



Dans les formules précédentes, on peut (ce qui nous sera utile un peu 

plus loin) remplacer D = ^ par la quantité log D, dont la dérivée par 

rapport à D est égale à 1 sur S (ceci est vrai môme pour la formule (17), 
les termes qui, au premier membre de celle-ci, contiendraient les dérivées 
d'ordre supérieur du logarithme, étant nuls, en vertu des hypothèses 
faites). 



6) Résultats relatifs aux vitesses 

61. — Après nous être occupés, dans ce qui précède, de la déformation 
représentée par les formules (1), passons à l'étude du mouvement propre- 
ment dit, c'est-à-dire faisons varier t dans les formules (1'). 

Dans ces conditions, le système de variables indépendantes employé jus- 
qu'ici, — savoir les coordonnées initiales a, &,c et le temps t — n'est pas 
le seul que l'on ait à considérer. On peut aussi avoir à exprimer les di- 
verses quantités sur lesquelles on opère en fonction des coordonnées ac- 
tuelles Xy y, z et de t. Lorsqu'il y aurait lieu à confusion, nous désignerons 
les dérivées prises dans le premier système par le symbole o et les dérivées 
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partielles dans lesquelles x, y, z^ t sont considérées comme des variables 

indépendantes, par le symbole ù. Ainsi les composantes de la vitesse seront 

0^ Sv oc^ ,, , ,, .,, .. o^a; l^y o^z 

u= ^', V =^ ^y w = ^; celles de raccéleralion,-v,-2 * ^^t ttï' 
ot ot 01 01 or Or 

Il est nécessaire de savoir écrire les relations entre les dérivées partielles 

d'une même quantité, dans les deux systèmes. Si, d'abord, on considère 

les dérivées par rapport à ttybfC ou œ,y^z^ il faut considérer t comme cons- 

tant^ et Ton a 



8 ox 

la oa 


Ô 01/ t> 0^ 

— + '-- ;~ H- -- 
ôx oa i>y oa 




l Zx 

û — u 


ô 5// b 8cr 
^~^ ^'b dy~^ ^ 




8 _ ox 
oc oc 


ô oy à ^z 
àx Je ày oc 



àZ 



En ce qui concerne les dérivées s- et —, comme, a, b, c étant donnés, 

a*, y, z sont fonctions de t et que leurs dérivées par rapport à t sont les 
composantes m, v, w de la vitesse, on a 

^ "^ ot M (^ ^y ^z 

61 bis. — Nousauronsd'ailleurs à employer un système de variables inter- 
médiaire entre les deux précédents. Dans ce dernier système, pour étudier 
ce qui se passe à un instant déterminé quelconque t^y nous prendrons 
comme état initial Tétat du milieu en cet instant : c'est en fonction des 
coordonnées initiales ainsi définies et du temps t que nous exprimerons les 
coordonnées des différents points aux instants voisins de t^. Il est clair 
que, dans celte manière d'opérer, les dérivées par rapport aux coordonnées 

Initiales seront — , —, — ; seulement la dérivée par rapport au temps ne 
sera pas —, mais la dérivée s- qui figure au premier membre de la for- 
mule (18). 

68« — L'état du milieu à l'instant t^ élant pris comme état initial, com- 
parons-lui l'élat relatif à l'instant t^ -+- o/. En ce nouvel état, les coordon- 
nées des différents points seront données par les formules 

o;' = X -\- ult 

y' ==z y -\~ vit 

z' = Z -^ iclt. 
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En les diiïérenciant par rapport à x,y,z^ nous aurons les formules corres- 
pondantes à (2'), lesquelles seront 

/ rf,// =: rfa? -h ùtdu = dôo ( \ H- — on -h -^ otdfj 4- — ot.dz 
\ \ dx 1 ô// •' ^z 

(19; Ly = g a^rf. + rfy (1 + I 8.) + g Udz 

\ îxr ^y \ ^z J 

Le déterminant D sera ici 


















— 0/ 

Ô2- 






dy ^ ^z 






(en négligeant les puissances de ^t supérieures à la première). Ce détermi- 
nant étant égal à 

(20) 



— ^^- =1 ^-v-, on aura 

p -H 00 -+- 00 



;, H — -H - -h — = 

00/ (\r (>y oz 



ce qui fait connaître >s moyennant quoi la relation (18) donne pour ^ 



(21) 



ôp ô(pm) ôJpiO ^>/?mO __ ^ 
d^ (>a? 0// 0,3: 



Occupons-nous, d'autre part, de décomposer la substitution linéaire 
précédente, soit la substitution dont les coefficients sont 



(19') 



1 -V 


— 0/, 1 H~ - 0^ 

dit? t>// 






8i ''' 






1 


+ 
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en une déformation pure et une rotalîon. C'est ce que nous ferons par i'în- 
termédiaîre des deux substitutions 



'+5*'. 






ot 



(22) 



1 /dt? 

2 \c^x 






1 (kSIC ^U\ ^, 



iSV 



f.'/ 



-5/. 



1 /oo 

2 \S; 






1 /OM! flt)\ ^ 

2 (.7 + Si) ^'' 






et 



(23) 



1, 



1 /&u 

2Uj 



2\bx 



ÔM\ 



-''--i)«'. 



, 1 /dv t>w\ ^, 






dont le produit donne (190i lorsqu'on y néglige les termes en ôr^ 

La première représente une déformation pure, puisque le tableau (22) 
est symétrique; la seconde représente Peffet, pendant le temps 0^, de la 
rotation dont les composantes sont 



(24) 



1 /ôM) i)|!\ 

P = 2 Uv - .W 

^ ~2 W ""^^j 

'' ~2 V^ by) 



La rotation dont les composantes sont les quantités p^ q^ r que nous 
venons d'écrire est dite la rotation violéculaire instantanée ou tourbillon. 

03. — On peut justiGer cette dénomination de rotation moléculaire ins- 
tantanée, en remarquant, comme Font fait Stokes et, et plus tard Helm- 
boltz que si, dans le tluide en mouvement à l'instant considéré, on isole 
par la pensée autour du point considéré, une portion très petite de forme 
sphérique, et qu'on suppose celle-ci brusquement solidifiée, la rotation 
instantanée prise par le solide ainsi obtenu aura précisément pour com- 
posanteit p, g, r. Beltrami [^) a montré que cette conclusion restait vraie 
toutes les fois que les axes principaux d'inertie de la portion solidiBée coïn- 



(0 Principii dcîV Idrodinamica rasionale. Mem. de TAc. de Bologne, 3® série, 
tome 1, p. 458-459, 1871. 



Digitized by 



Google 



i^TL-i- t^*" • "- 



LES ONDES AU POINT DE VUE CINEMATIQUE 75 

cidaient avec ceux de la déformation pure (22), c'est-à-dire avec ceux de 
la quadrique 

\"-»--+»='-('-s)+»'('+s) -'■('+:-?) ■ 

f26W /^V î>M»\ /àlO bU\ /au , àV\ , . , 

/ -h(i -h a') y' + (^ -ha^)^*-h2?t/^-h2p'^a;4-2P''^y = i, 
dont les coefficients sont ceux de la substitution (22), à la quantité 
X* H- y* H- z^ près. 

D'une manière générale, soit 

(26) *= Aa?» H- A' y* -h A"^* + 2By^ -*- 2B'zi: -f- 2B'iry = 1, 

réquation de Tellipsoîde d'inertie de la petite molécule, qu'on suppose isolée 
à l'instant to et brusquement solidifiée, ainsi qu^il vient d'être expliqué, 
l'origine étant prise au centre de gravité de celte molécule. Pour trouver le 
mouvement de celle-ci autour de après la solidincation, il suffira, comme 
on sait, de trouver les moments totaux des quantités de mouvement relali- 
vement à trois axes rectangulaires issus de : autrement dit, d'écrire 

où pij Qi, l'i désignent les composantes de la rotation après soliditication, 

pendant que Xi, ^i, z^ désignent des coordonnées prises par rapport à un 

système d'axes parallèles à nos axes fixes, mais dont l'origine coïncide cens- 

^ î" > 

OCC ^11 ^2 

tamment avec le point 0.—// "w* » -77* n'étant autres que les variations 

éprouvées par m, r, w, lorsqu'on passe du point à un point infiniment voi- 
sin, on peut écrire, aux infiniment petits d'ordre supérieur près 

Sjr, ôM hu . ôw 



du 1 /du ôt)\ i /i\U ÙIV\ 

01/, iiV ôy c\v 1 ù9 

-?A = -_ or, H- -- y, -h — : ^1 = r» ;, - M- r.r. — p^. 

17 = Sï^ ^^ ^ ^7 ^i -^ 5T -^» = 2 ôt; -*- ^y» ^ '?^' ' 



-^9^i^n/i 
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^> OÙ pjq,T sont les composantes du tourbillon, telles que nous les avons 

f ; - écrites tout à l'heure. Substituant dans les équations précédentes, il vient 






=r--Ap-h BV/ 4- B'r + V "* [y' (?'^' ^ PV' -*- ""-•) 

= Ap + BV + B'r — p'B' H- p {\" — A') + («' — a") B 
-hp'B' 
B>. + A'g. -H Br. = B> + A'y + Br+ V .^ [-^^ (,^_ _^ p»y_ + p'^^) 

= B'p -1- A'g + Br — aB' — P'B + P' (A —A") + pB„ 
-Ha"B' 

B>, + By, + AV, =B'p + Bq-h X'r -h'^m [a;, (P"x, + a'y, -i- p^,) 

- y. («^i + P'y. + P'-.)J 

= B'p H- By -H A'r + p" (A' — A) — «'B' — pB' 
H- aB" + p'B. 

On voil bien ainsi que p,, f/i, r, coïncident avec p, q, r lorsque l'ellipsoïde 
d'inertie se réduit à une sphère, et aussi lorsque ses axes coïncident en 
direction avec ceux de la quadrique (25) (car rien n'empêche alors de sup- 
poser que l'on a pris les axes de coordonnées parallèles aux axes en ques- 
tion, moyennant quoi l'on aurait B = B' = B' = p = P' = p" = 0). 

Il y a lieu de remarquer, d'autre part, la forme du segment complémen- 
taire 



p-B' — p'B" 4- p (A" — A') — B (a" — a') 
(27) \ PB' — P'B -+- p'(A- A')— B'(«-«") 



L^ -. -, 

( P'B — PB' -4- P" (A' - A) — B'(a' — a) 



qui figure dans l'expression du moment résultant des quantités de mouve- 
ment. Ce segment reste inaltéré au signe près lorsqu'on échange entre elles 
les formes quadratiques qui figurent dans les équations (25), (26). 

64. — Une interprétation géométrique simple, sinon du segment (27), du 
moins de sa direction, peut être obtenue de la façon suivante : 

Soit Ix + [i-y -f v;: == 0, un plan quelconque passant par l'origine. Le lieu 
des directions dont les plans diamétraux conjugués, par rapport aux qua- 
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driques (25) et (26) respectivement, se coupent dans ce plan est, comme on 
sait, un cône du second ordre qui a pour équation 

X [ji V 

(28) Aa? -h Wy -+- B'z Wx h- A'y -+- Bz B'œ -h By -h A"^ = 

OLX -h fy -h ^'z ^'x -h a'y 4- p2 P'o? -h py -f- ol'z 

Ce cône passe d*ailieurs par les trois arêtes du trièdre T conjugué commun 
aux deux quadriquçs en question (trièdre toujours réel puisque l'une de ces 
quadriques est un ellipsoïde). Inversement, Téquation de tout cône passant 
par les arêtes du trièdre T peut être mise dans la forme précédente. 

Ecrivons que le cône (28) est capable d'un trièdre trirectangle inscrit. Nous 
trouvons 

X [p'B" — p*B' -t- p (A' — A") — B (a' — a'')) 4- iJL (p'^B — pB'' 
-hP'(A* — A) — B'(a"~a))-+-v(pB'~Bp'-^p^(A-A0-B'(a-.a'))=:O 

autrement dit, le plan Xx H- (xy + vz = doit passer par la direction (27). 

Or, parmi les cônes du second ordre qui passent par les arêtes du trièdre 
T, on en aperçoit immédiatement trois qui sont capables de trièdres trirec- 
langles. Ce sont ceux qui sont formés par une face quelconque du trièdre T 
et le plan mené perpendiculairement à cette iace, par l'arête opposée. Les 
trois plans ainsi menés se coupent d'ailleurs comme on sait, suivant une 
même droite A. La condition imposée à un cône du second degré d'être 
capable d'un trièdre trirectangle étant linéaire par rapport aux coefficients, 
les cônes (28) capables de trièdres trirectangles seront ceux qui passeront par 
les arêtes du trièdre T et par la droite A. 

Dès lors, il est clair que, si Ton prend les plans diamétraux conjugués de A 
par rapport aux deux quadriques (25) et (26), leur intersection fournira la 
direction (27). 

05.— On arrive à une interprétation du segment (27) lui-même, en considé- 
rant non seulement laquadrique (26), mais aussi la quadrique (25) (ou, ce qui 
revient d'ailleurs au même, la quadrique ç = i, qu'on en déduit en retran- 
chant a:2 -f yî -t- 2* au premier membre), comme des ellipsoïdes d'inertie ; 
par conséquent, eu posant^ non seulement 

A = ^m(y'-^z'), A'=^m{z'^a;% A' = ^m{x^-^y^)^ 
B = — 2 myz, B' = — V ^^^^^ ^^ ^ _^ ^^^ 

(où, pour plus de simplicité, nous avons supprimé les initiales devenues inu- 
tiles); mais encore 



p = - 2 m'i/z', r r= -2 >«'- V, 



m'ar'y' 
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on trouve alors, pour les quantités (2*), les valeurs 

V mm' [x'y'z.v — z'.v' sy — t/z' (y' — z^) 4- yz (y'* — 2'^)] 

= V rnm! {œx' h- yy' 4- zz') {y[z — z'y) 
^ mm' [y'z'xy — x'y' ijz — zx' (^^ __ j.2) ^ ^^ (^^2 _ -^'i)] 

= 2^ wi7?i' (.r.r' -+- yy -^ z:^'){z'x — cd z^ 
2 mm' \z'x' yz — y'j' ra? — r'y' (ar^ _ ^s) ^ ^y {x'^ — y*)] 

== V mm' (0757' -+- yy' -+• ^^') (r'y — y'x). 

On sait que rexpression xx' + yy' + ^z' ne change pas par une transforma- 
tion de coordonnées rectangulaires quelconques, et aussi qu'il en est de 
même pour la signification géométrique du segment (t/'s — zy, z\r — x'z^ 
x'y — y'x). On a donc bien mis en évidence cette même propriété pour le 
segment (27). 

00, — Si la rotation moléculaire instantanée est partout nulle, l'expres- 
sion udx -h vdy -+■ wdz est une différentielle exacte. 

11 existe une fonction,. dite poi^n/tW des vitesses, dont les dérivées par- 
tielles sont les composantes w, v, w. Si le milieu considéré occupe lespace 
toul entier, cette fonction, définie à une constante près, est elle-même 
univoque dans toul le milieu. Il en est de même si celui-ci n'occupe qu'une 
portion de Tespace lorsque cette portion est à connexion linéaire simple, 
c'est-à-dire lorsque toute ligne fermée, tracée dans le milieu est réductible 
à un point par une déformation continue effectuée sans sortir de ce milieu. 

Dans le cas contraire (par exemple, si le volume occupé a la forme d'un 
tore), le potentiel des vitesses peut avoir des périodes, c'est-à-dire s'aug- 
menter de constantes lorsque le point (a?, y, z) décrit un chemin fermé 
non réductible à un point (dans le cas du tore, lorsque ce point revient à 
sa position primitive après avoir tourné de 2% autour de Taxe). 

67. — Lorsque la rotation moléculaire instantanée (p, q, r) n'est plus 
nulle, les équations différentielles 

dx dtf d£ 

(29) p" q r 

définissent une double infinité de lignes, nommées lignes-tourbillons. 
Il peut arriver que les lignes-tourbillons se ferment sur elles-mêmes ; 
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mais, en général, leur disposition (comme celle de toutes les lignes définies 
par des équations diilérentiel les) est beaucoup plus compliquée. Chacune 
d'elles revient une infinité de fois aussi près qu'on le veut de son point de 
départ, mais, en général, sans jamais repasser exactement par cette posi- 
tion. Des observations toutes semblables s'appliquent aux filets-tourbillons, 
ou surfaces formées par les lignes tourbillons issues des points d*une ligne 
fermée quelconque, tia méconnaissance de ces circonstances a quelquefois 
conduit à énoncer des conclusions erronées. 

Par contre, les raisonnements analogues relatifs aux lignes de courant, 
cVst-à-dire à celles qui sont définies par les équations différentielles 

dx di/ ds 

H V 10 

dans le cas où il existe un potentiel des vitesses F, sont exacts (du moins 
si le milieu est à connexion linéaire simple et, par conséquent, la fonction F 
univoque). F est, en effet, croissant le long des lignes de courant (puisque 
sa différentielle dF = udx H- vdy -+- ju^dz est proportionnelle à w' -*- r* 
-f- w^) : celles-ci ne peuvent dès lors, ni se fermer sur elles-mêmes, ni 
affecter la disposition compliquée dont il vient d'être question : elles se 
terminent nécessairement à ta surface -limite (ou à l'infini, si le milieu est 
illimité]. 

68. — Si la rotation moléculaire instantanée n^estplns nulle, on ne peut 
plus écrire 



»>F 


_isF 


ôF 


u= — , 




W =z — 


à,v ' 


''y' 


i)Z 



Clebsch a proposé de mettre alors les composantes de la vitesse sous la 
forme 



^x ^ i>.r 



^x ^ i>.r 

(30) ;. = f + ^,| 

^ et X étant deux autres fonctions à déterminer. Il fonde la possibilité d'une 
telle réduction sur le raisonnement suivant : 



\ 

/ 6F 
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Si l'on difTérencie la seconde des équations (30) par rapport à ;r, la Iroi- 
sième par rapport k y ei que Ton retranche, il vient 

(31) î!!! - ^i^. _ - 2« = ^ '^ - ^'îï ^ 

^ i>j 0// ^ ^z dy i>i/ àz 

Cette équation et les deux autres analogues 
(81') 





dZ dX 




_ ^Jt 'IX 



montrent que ^ et / satisfont à Téquation aux dérivées partielles 

î^^L î>d/ ^^'t A 

ÔO? ^ t\7/ C^Z 

aulreiiient dit, sont des intégrales du système d*équations diilérentielles 
(29), celui qui définit les lignes tourbillons. 
Or, les fonctions p, q, r satisfont à la relation 

^p+^. + 'r^o, 

\ ùx ùy csz 

Il en résulte que le système (29) admet comme multiplicateur (*) Tunité. 
La théorie du multiplicateur enseigne que, dans ces conditions, on peut 
trouver pour ce système deux intégrales ^ et ;( vérifiant les relations (31), 
(31^), d'où Ton peut, sans difficulté, remonter à (30). 

Cette démonstration prouve bien, en effet, que Ton peut donner aux 
composantes w, v, lo la forme (30) dana une région suffisamment petite R 
du milieu. Mais les choses se passeraient en général tout autrement si Ton 
envisageait le milieu tout entier. L'existence des intégrales ^ et/ est, en 
effet, établie dans une région telle que R, et il y a une telle région au voi- 
sinage de tout point de notre milieu. Mais si — comme cela a lieu sauf 
dans des cas exceptionnels — les b'gnes tourbillons présentent la disposi- 
tion compliquée signalée tout à l'heure, il sera évidemment impossible 
que ^ et /^ soient bien déterminés dans tout le volume considéré. 



(*) Voir par exemple Jordan, Cours d' Analyse y vol. III, ch. i. 
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Par contre la forme 

w = — 

àZ 

qui a été également proposée pour les composantes delà viles 
jours être obtenue. Il suffit évidemment, pour le démontrer, 

moyennant la condition h r 1 = 0, on peut toujours 

fonctions ?i ^ et }^ vérifiant les équations 



bz ~ 






t>z 




4^ 

t>x 







dx 




oy 





Or la démonstration de cette proposition (*) échappe à la diffi 
tout à rheure^ et cela (moyennant quelques précautions faci 
la région considérée est multiplement connexe. 



§ 2. - ÉTUDE DES DISCONTINUITÉS — LES CONDITIONS II 



69. — Nous avons, dans ce qui précède, supposé les coordo 
et leurs dérivées des divers ordres continues. Cette hypothèse 
loin d'être la seule qu'il convienne d'envisager, et l'étude de 
dans lesquels quelques unes des dérivées en question éprouva 
tions brusques est indispensable dans une foule de théories ] 
propagation de discontinuités de cette espèce a été déterminé 
du mouvement rectiligne des gaz, par Riemann, dans un mé 
dont nous parlerons plus loin. Plus lard, en 1877, Christoffel 
résullats de Riemann pour les étendre aux mouvements à Iroi 



(1) Voir par exemple Picard, Traité d^Analyse^ tome I. 

(2) Annali di Matemaiica^ tome VIII ; 1877. 

Hadamard 
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se limita à des ondes (oui exceptionnel les^ les ondes de choc (ondes 
nier ordre) dont l'existence avait été découverte par Riemann et, de 
)mme Télude de ces ondes offre des difficultés spéciales, il dut n'en 
rer qu*un cas limite^ celui où les discontinuités sont infiniment 

C'est Hugoniot qui, en 1887, sans connaître d'ailleurs les travaux 
lann et de Chrisloffel, montra (*) l'importance des discontinuités 
lUS allons parler, et en fit une étude générale : Il mit en lumière 
ion fondamendale, celle de compatibilité, sur laquelle nous aurons 
ter plus loin, et dont la nécessité semble n'avoir pas apparu à 
[Tel, quoiqu'elle eût été indiquée par Riemann dans le cas du mou- 

rectiligne. 

— Les discontinuités que nous étudierons ne seront point les plus 
es qui puissent se présenter. Nous n'envisagerons pas, par exemple, 
^ularités telles que celles auxquelles nous avons fait allusion au 

supposerons, au contraire, que les discontinuités en question 
snt à un instant quelconque que des surfaces isolées. L'équation 
e celles-ci, rapportée à l'état initial, sera 

lire que la relation précédente exprime la condition que doivent 
les coordonnées initiales a, 6, c d'une particule pour que celle-ci 
'instant t, le siège d'une discontinuité. On peut d'ailleurs envisager 
mt l'équation 

? (-^S ^, ^) = 

I même surface par rapport aux coordonnées actuelles x, y^ z : 
ïï qui représente à chaque instant ^ le lieu des positions actuelles 
;icules affectées par la discontinuité à cet instant, et qu'on déduira 
îmièreen éliminant (a, 6, c) à l'aide des relations (1). Nousdésigne- 
• Sq la surface représentée en coordonnées cartésiennes, par l'équa- 
\) ; par S, celle qui est représentée, par l'équation (SS) et qui est 
formée de la première dans la déformation (1). 
irface Sq divisera l'espace lieu du point (a, 6, c) (ou la surface S 



mal de VKcole Polytechnique, tome XXXIX, 1887; Journal de Math, 
série IV, 1887. 
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divisera l'espace lieu du point (a?, y, z)) en deux régions 1 et 2. 1 
cune d'elles (du moins jusqu'à ce qu'on rencontre une nouvelle \ 
discontinuité) nous admettrons que les coordonnées ar, y, z et leur 
existent et sont continues. 

71. — Nous compléterons cette hypothèse par une autre : non s 
les dérivées dont nous parlons seront continues à Tiniérieur de 
des régions i et 2, mais encore nous admettrons que chacune d' 
vers une limite déterminée lorsque le point (a, 6, c) tend vers un 
limite située sur S, en restant toujours dans une même région. 

Autrement dit, soit 4> une fonction quelconque de a?, y, z,ay b, 
dérivées partielles de tous ordres de x, y, z par rapport à a, b, 
quantité, une fois exprimée à l'aide des variables indépendan 
pour une valeur déterminée de t, en sera une fonction ^^ qui sei 
en tout point intérieur à la région 1 et continue en ce point. CetU 
aura également une valeur déterminée *°i en un point q\ 
(^0» ^0» ^o) de S; ei elle y sera continue, en ce sens que *, tendr 
lorsque le point (a, 6, c) tendra vers («q, b^, c^) sans cesser à aucu 
d'appartenir à la région i. 

De même 4>, considérée dans la région 2, sera une fonction ^^ 
laquelle sera déQnie et sera continue dans toute cette région 2. i 
tion prendra une valeur déterminée <t>^2 au point (ao« b^j Cq) de S ; 
en ce point, continue pour les déplacements intérieurs à la régior 

Seulement, le? deux valeurs *<*j, 4>% correspondant à un m^ 
(^0* ^09 ^0' O pourront ne pas être égales entre elles, et c'est en 
consistera la discontinuité. Ainsi la valeur de 4> subira, au pai 
une variation brusque, La valeur ^^^ — *°j de cette variation 
vent désignée par la notation [4>]. 

7S« — Moyennant les hypothèses précédentes, nous allons a 
montrer un lemme d'analyse nécessaire pour tout ce qui va suiv 

Supposons que a, b, c varient suivant une courbe entièremi 
dans la région 1. Alors, comme nous faisons sur les dérivées part 
les mêmes hypothèses que sur 4> lui-même et que, par consé( 
dérivées existeront et seront continues dans la région i, on ob 
différentielle de * par l'application du théorème des fonctions c 

En sera-t-il de même lorsque le point (a, 6, c) sera situé s 
déplacera sur cette surface? Cela n'est point évident. Sur S, e 
n'a point, à proprement parler de dérivées partielles, puisqu'il r 
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que d'un côté de S et non dans tout le voisinage du point considéré : on 
n'est donc pas dans les conditions ordinaires d'application du théorème en 

question. 

La conclusion reste cependant exacte. C'est ce que nous allons constater 
en nous plaçant, pour plus de simplicité, dans le cas de deux dimensions. 

Nous aurons alors une fonction * définie d'un seul côté d'une courbe 8 
(Kg. 6). Dans sa région d'existence, elle aura des dérivées partielles, 
lesquelles tendront vers des limites délerminces (que nous désignerons 
encore par '^ et ^) lorsque le point (x. y) tendra vers un point M' 

(^o> 3/0) de s. d> j ■ • ' 

Il s'agit de savoir si * aura, par rapport à l'arc s de §, une dérivée 

donnée par la relation 

rf* __ ô* cte„ _^ s* dy^, 
ds "" fa;, ds ^y,, ds 

On peut répondre à celte question en employant d'une manière conve- 
nable la démonstration classique. Celle-ci consiste en effet, M' et M" étant 
deux points infiniment voisins l'un de l'autre sur §, à introduire soit le 

point P qui a même abscisse que 
( M' et même ordonnée que M", soit 
le point Q qui a même abcisse que 
M" et même ordonnée que M'. 
V Or, des deux lignes brisées M' PM' 
ff et M'QM", il y en a, en général, 
une (Og. 6) qui est située tout en- 
tière dans la région d'existence de 
* et qui permettra par conséquent l'application du raisonnement. 

On pourra encore arriver au résultat comme l'indique M. Painlevé (') en 
menant par les différents points de l'arc M'M'. de petils -f ^"'^f "^ f 
parallèle^ entre eux situés dans la région d'existence de * Le heu des ext é- 
Lésde ces segments est un arc N'N" sur lequel on peut écrire .puisque les 
dérivées de * existent celte fois) 



Fig.6 



*n' 



Je /^* ^ -A- '^* -^^ 
' l,.^; ds "^ csy ds) 
n'n" 



ds. 



,, sur les lignes .....X^.r.TI^'f^^^^ '^'-^" -^-'^^"^ '' 
VEcoU Normale supérieure, 1887. i" parUe, ch. n, W 2. 
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Quand la longueur du segment tendra vers 0, les quantités r- et — ten- 
dront, et cela uniformément, vers — et — : on aura donc, à la limite, 

/ \i\ro ds &i/q ds I 

ce qui équivaut manifestement au résultat demandé. 

Chacun de» deux raisonnements précédents s*étend évidemment, de lui- 
même, â un nombre supérieur de dimensions, de sorte que notre lemme est 
démontré. 

73. — Cela posé, supposons que la fonction * ne subisse pas de variation 
brusque sur Sq, mais que ses dérivées premières soientau contraire discon- 
tinues : autrement dit, que Ton ait 

w=». [S}[3][S]^«- 

Le lemme précédent va nous permettre de voir que les changements de 

valeurs 1 c— h 1 -r 1» 1 — 1 éprouvés par ces dérivées partielles ne pour- 
ront pas être quelconques. 

Faisons, en effet, décrire au point (a, b, c) un chemin quelconque situé 
sur la surface S^. En chaque point de ce chemin, la fonction <l>j est définie : 
on pourra, de plus, la différencier sur Sq en appliquant notre lemme, et 
écrire 

oa o6 oc 

Les mêmes considérations s'appliquent à la fonction «l», : on a 

rf<î>2 = ^^ da -h ^ db -^ ^ ^ de. 

^ oa ob oc 

Retranchons membre à membre : les premiers membres se détruisent, 
puisque * est supposé continu au passage de Sq. 11 vient 
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Or les différentielles (fa, db^ de sont évidemment quelconques sous la seule 
condition de vérifier Téquaiion différentielle de S^. 

fa da -\- fb db -\- f de = 

(en désignant, comme plus haut, par /*«, /&, fc les dérivées partielles de /). 
Donc on doit avoir 

74. — Supposons maintenant que, non seulement *, mais encore ses 
dérivées premières restent continues. Que pourrons-nous dire des varia- 
tions brusques des dérivées secondes ? 

Nous pourrons appliquer le mode de raisonnement précédent à la 

fonction s- : ce qui donnera 

p*i./^_r^'*i./-r'^''"i /^ 

et de même, aux fonctions ^> -k— , ce qui donnera 

00 oc ^ 

\kib\ f'' == \}h\ f' = L^scJ= f" 

Comme précédemment, ces égalités montrent que l'on a 

(35) { 

[iy=w., [i&]=w.,. [S] =>/■./. 

X étant un nombre convenablement choisi. 

D*une manière générale, si la fonction 4> est continue ainsi que ses 
dérivées partielles jusqu'à Tordre n — 1, on aura, entre les variations des 
dérivées partielles d'ordre n, la série de proportions 

.35" [S]: /•-■ = ... = \,M^ A'AV,-= ... =p?]. /,-. 
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En désignant par X la valeur commune de ces rapports^ on a 
que soient da, db de, 



75. Les discontinuités que nous étudierons pourront être de 
ordres. Il pourra arriver, en premier lieu, que les coordonnées x, 
mêmes soient discontinues, non pas en fonction du temps (nous n'i 
jamais qu'une molécule passe instantanément d'une position à i 
mais en fonction de a, 6, c. De telles discontinuités seront dit 
zéro ou absolues. 

Dans le cas contraire, la discontinuité ne portant pas sur les ce 
elles-mêmes, pourra porter sur leurs dérivées : celles-ci seroi 
d'après leurs ordres. 

Nous nommerons ordre d'une dérivée \-T."2Tr^ r^; » l'ordre toi 

oai' ùb'i oc'' ot' 

valîon p + q'\-r'\-s = n par rapport à a, b, c, /. 

Toutefois, dans les dérivées d'un même ordre, il y aura lieu d' 
catégories suivant le nombre s des dérivations effectuées par rapp 
dernier nombre sera dit Vindice de la dérivée considérée. 

Par exemple, les dérivées du second ordre de x, y, z sont au 
30, dont 18 d'indice zéro, savoir : 

oa^ oa86 oc* ' oa^ 5c* 

9 d'indice un, savoir 

rJx o^X o^ûD c^y 0^ Z 

ôaSV WoV oclr W^t' "*' ocfr 

3 d'indice deux : 

Ô*J? o'-î/ Ù'Z 

c'est-à-dire les composantes de l'accélération, 

L*ordre d'une discontinuité sera le plus petit des ordres d( 
qu'elle affecte. 

76. — Il y a lieu de noter qu'on peut avoir à considérer de 
nuités d'ordre infini. 
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88 CHAPITRE 11 

Sî, en effet, une fonction analytique régulière autour du point (%, ^o'^o) 
est délerminée par la formuIedeTaylordèsqu'on donneles valeurs de toutes 
ses dérivées en ce point, il n'en est plus du tout de même si la fonction est 
quelconque, soit qu'elle cesse d'être analytique, soit qu'elle cesse d*être 
régulière. 

Supposons, dès lors, que le mouvement soit analytique dans toute la 
région 1. Il pourra arriver qu'il y ait, au passage de Sq, continuité dos dé- 
rivées de tous les ordres, et que, cependant, le mouvement de la région 2 
ne soit pas le prolongement analytique du premier, soit qu'il ne soit pas 
lui-même analytique, soit qu'il présente surS^ des singularités convenables 

(comme par exemple celle qu'offre la fonction e ^- pour x = 0). 

L'élude de discontinuités de cette nature offre des difficultés parti- 
culières. Nous ne l'aboiderons pas dans ce qui va suivre. 

77 • — Laissant de côté les disconlinuilés absolues, nous allons nous oc- 
cuper d'abord des discontinuités du premier ordre. 

Il y a alors trois dérivées d'indice un et neuf dérivées d'indice zéro. Les 
premières sont les composantes de la vitesse. Nous n'avons pour le moment 
aucune observation à faire à leur égard. 

Au contraire^ il résulte du lemme démontré tout à l'heure que les va- 
riations brusques des dérivées d'indice zéro ne peuvent pas être quel- 
conques. En effet, puisque par hypothèse il n'y a pas de discontinuité 
d'ordre zéro et que x est continu, on doit avoir 



fo^i fo^i fo^n 

loa] h^J L^cJ 



fa ~ A 

OU, en désignant par X la valeur commune de ces rapports 

On aura, de même, en introduisant deux autres nombres \l et v, 



186') 
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Nous considérerons X, ^, v comme les projections d'un vecteur (li 
partir du point (x, y, z), dans l'espace lieu de ce point). Ce vecteur 
à définir les variations des neuf dérivées d'indice zéro. 

On lui adjoindra, pour avoir les variations brusques de toutes l( 
rivées du premier ordre, le vecteur qui représente la variation brus 
vitesse et que nous appellerons, par analogie (>^i, {ji^, v^). 

YS. — Les considérations développées au n* 56 permettent de don 
résultat précédent une interprétation géométrique simple. A cet eiïet 
ginons — ce qui est évidemment possible, — un état ûctif du miliei 
cidant avec l'état actuel envisagé dans la région 1, mais tel que l 
rivées des coordonnées soient continues au passage de la surface Sq. 

Nous appellerons, pour abréger, « état de la région 1 >, l'état ain 
fini dans tout l'espace : c'est, comme on voit, Fétat de la région 1 pn 
dans la région 2. 

Soient x', t/, z' les coordonnées d'une particule quelconque de la ; 
2 dans ce nouvel état. 

Les quantités 



[s]' [s]' [ëj- 



ne sont évidemment autres que les valeurs, en un point quelconque 
des expressions 

o(x — x'i ;.r — .t' ) {œ — a/) 
ôa ' ô6 ' ôc ' 

(considérées par rapport à la région 2). 

Or puisque x\ y' z' coïncident avec x, y, z en tout point de Sq, la 
mationqui permet de passer du point [x\ y', z') au point (j?, y, z) 
dans la catégorie étudiée au n® 56 : autrement dit, le déplacement épi 
dans cette déformation, par un point M infiniment voisin d'un 
déterminé de S^ est de direction constante, et proportionnel à la di 
de M à So. 

C'est ce qui résulte d'ailleurs des formules précédentes. Si, en e 
partir d'un point de S^ nous donnons à a, hyC des accroissements de 
dCy comme d'autre part/* est nul sur S^, on aura sensiblement 

dfz= f= f^da -h fbdb -^ fcdCy 
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de sorte que Ton pourra écrire, aux infiniments petits d'ordre supérieur 
près, 



(37) 



On voit donc bien que le déplacement de notre particule, dans le pas- 
sage de Tétai de la région 1 à celui de la région 2, est représenté par le 
segment (X, n, v), multiplié par le nombre / qui est lui-même propor- 
tionnel à la dislance du point (a, J, c) à la surface /*= 0. 

•79. — De cette remarque résulte immédiatement que le segment que 
nous venons d'introduire, et qui est représenté par les nombres)., fi, v, est 
indépendant de la direction des axes par rapport auxquels est défini le 
point {x, t/t z). Autrement dit, si Ton rapportait à d'autres axes rectangu- 
laires l'espace lieu de ce point, les nouvelles valeurs de X, {i, v seraient les 
projections du même segment sur les nouveaux axes : ce segment repré- 
sentant le déplacement du point considéré (dans le passage de la position 
{x\ y, z') à la position (r, y, z) ) divisé par la valeur de f, laquelle est 
calculée sur l'état initial et indépendante des coordonnées actuelles. 

79***. — Mais le choix des axes dans l'espace actuel n'est pas le seul élé- 
ment arbitraire qui existe dans notre mode de représentation. 

En premier lieu, la surface de discontinuité rapportée à l'état initial a 
été représentée par une équation f(a, ô, c) == 0. Il est clair qu'il y a une 
infinité de manières de représenter ainsi la même surface. Rien n'empêche 
de multiplier /"par un nombre constant quelconque ou, plus généralement, 
par une fonction quelconque ne s'annulant pas sur S^. 

En second lieu, nous pouvons choisir d'une façon entièrement arbitraire 
l'état initial auquel sont rapportées les molécules. Nous aurons donc à nous 
demander quelle influence le choix de cet initial aura sur le segment (X, (x, v). 

Occupons-nous d'abord de cette dernière question. Supposons qu'on 
change l'état initial (a, b, c) en une autre (a', b'y c') mais sans changer de 
fonction /* (autrement dit, en se contentant de remplacer, dans cette fonc- 
tion, a, b, c par leurs valeurs en fonction de {a' h' c')). Alors le segment 
(X, fJi, v) ne sera pas chafigé. C'est ce qui résulte immédiatement de l'inter- 
prétation que nous venons d'indiquer, ce segment étant le quotient du 
déplacement d'un point quelconque lorsqu'on passe de l'état de la région l 
à celui de la région 2, par la valeur de / en ce point. 
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80* — Supposons maintenant, au contraire, que sans changer a, h, c, on 
multiplie la fonction /par un facteur (continu et dérivable) non nul aux 
points considérés. Dans ces conditions fa^ /L» fc seront évidemment multi- 
pliés par un même nombre (*) puisqu'ils sont proportionnels aux cosinus 
directeurs de la normale à S^. Dès lors, dans les formules (36)^ (SA')} 
X, ji, V devront être divisés par ce nombre. 

Nous voyons donc que, pour définir d'une façon précise les composantes 
X, [ji, V, il est nécessaire de spéeifier sous quelle forme on écrit l'équation 
de la surface S^. 

La convention qu'il est naturel de faire à cet égard consiste à admettre 
que a, p, Y sont respectivement égaux aux cosinus directeurs de la nor- 
male à S^ par exemple, à prendre pour/ la distance normale du point 
(a, 6, c) à cette surface. Nous adopterons cette convention dans ce qui va 
suivre. 

Il est d'ailleurs aisé d'écrire les composantes X, fi, v ainsi définies lorsque 
l'équation de Sq est donnée sous une forme quelconque. Car les cosinus 
directeurs a, p, y ont pour valeurs 

Jà_ _ _ A fc 

//«' ^ A' -+- îc'' \/fa' H- fli' "+■ /c' ' \/1a'-\- rir ^ fc' ' 

11 suffira donc de remplacer les formules (86) (36^ par 







81. — Il reste, cependant, à choisir le signe du radical ^f^^-^f^*~^f^^. 
Nous supposerons que les cosinus directeurs a, p, y sont ceux de la nor- 
male Sq dirigée vers la région 2. Le signe du radical devra, dès lors 
être celui de /dans celle région. 

Si, au contraire, /a été choisi de manière à permettre l'application des 
formules (36) (36'). il devra, à cet effet, être égal (tout au moins aux 



(1) Ce nombre est d'ailleurs de la valeur que prend, au point considéré, le lac- 
leur en question. 
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înGniraent petits d'ordre supérieur près) à la distance normale du point 
(a, by c) à Sp. celle distance étant comptée comrae positive dans la région 2 
et comme négative dans la région 1. 

82* — La convention précédente résout la difficulté relative à la forme 
de la fonction f. Mais elle nous fait perdre le bénéfice de la remarque faite 
tout à rheure, d'après laquelle le choix de Tétat initial paraissait sans 
influence sur le résultat. En effet, pour deux élats initiaux différents 
(a, b, c) et (a' b' c'), la quantité fa^ -f- /i^ -^fi^ qui figure au dénominateur 
dans les formules (38) a des valeurs différentes (*). Par conséquent, sui- 
vant qu'on adoptera l'un ou Tautre d'entre eux, il faudra multiplier le 
segment (X, |jl, v) par un facteur différent. 

11 est d'ailleurs aisé d'avoir la signification du rapport de ces deux fac- 
teurs. <^hacun d'eux représente en effet la quantité par laquelle il faut mul- 
tiplier /"pour qu'il représente la distance normale d'un pointa la surface de 
discontinuité, dans l'état initial correspondant. Leur rapport est donc la dila- 
tation normale à celte surface dans le passage d'un de ces états à l'autre. 

8îl. — Nous ne pouvons donc maintenant parler du segment (A, jx, v) 
qu'en indiquant à l'aide de quel état initial il a été formé. 

Dans certaines questions (par exemple en élasticité) l'étal initial est 
indiqué par la nature même du problème. 11 n'en est pas de même en 
hydrodynamique. Nous conviendrons alors de prendre pour état initial 
l'état actuel de la région 1 à l'instant considéré. Cet état, n'est, il est vrai, 
ainsi défini que dans une partie du milieu ; mais on peut, ainsi que nous 
venons de le faire il y a un instant, le prolonger dans la région 2, les déri- 
vées partielles des coordonnées 07, y, z par rapport aux coordonnées a, é, c 
(coordonnées de l'état initial quelconque primitivement choisi) restant 
continues ; et cet état fictif peut être pris comme nouvel étal initial, sans 
que la condition énoncée au n^ 45 bis cesse d'être remplie. 

84. — Si on intervertissait les rôles des deux régions 1 et 2, il est clair 
d'abord, qu'il faudrait changer les signes des quantités 



(1) Si ? {da\ db\ do') représente l'élément linéaire da^- + db^ -\- dc^, exprimé h 
l'aide des variables da\ db\ de ; * la forme adjointe do cp ; D le déterminant fonc- 

t'onne. ^-;;;^î. Quanti. (;J)^ + ^)^ ^(Oj)%st..ale. ^ . g. J ^^y 
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Il en serait de même de 



[^\ UJ' 



Mais, d'autre pari, le dénominateur \/f/ -i- /^^ h- f^} subirait un double 
changement : d'une part, un changement de signe ; d'autre part, d après 
ce qui vient d'élre dit, une multiplication par un facteur égal à la dilata- 
tion normale à S qui intervient dans le passage de Tétat 1 à l'état 2, c*est- 
à-dire à l'unité plus la composante normale Xa -h ji? -h vy de notre segment. 

Eu définitive, pendant que les cosinus directeurs a, p, y seront changés 
en — a, — p, — y> 'es composantes dont nous venons de nous occuper 
seront changées en 

X 



(39) . 



] -" 1 -i- Xa -h |jlP H- VY ' l^ "-" 1 4- Xa -h (Jip -h vY 



1 -h Xa -h |jLp H- vy' 



85. — Avant de passer au cas général, nous traiterons encore, en raison 
de son importance, celui de la discontinuité du second ordre. Envisageons 
d*abord les dérivées d'indice 0. La fonction x étant continue ainsi que ses 
dérivées partielles du premier ordre, la proposition du n** 74 nous montre 
l'existence d'un nombre X tel que l^on ait 



(40) 



[!?]=»/■•'. [S]=^A-, [ë]=»/.' 
[li]=»A^. [â]=^«. [â]=v./-.. 



De même |ji et v désignant deux nombres convenablement choisis, on 
pourra écrire 



(40') 
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•es X, }i el V seront encore considérés comme les composantes 
t. 

que ce résultat pourra être interprété comme le précédent. Si 
^eons l'état de la région 1 dans la région 2, de manière que les 
ndes restent continues, il faudra opérer dans cette dernière 
' passer de Tétat 1 ainsi prolongé à Fétat de la région 2, une 
3n qui appartient à la catégorie étudiée au n? 5*7, de 
i x', y\ z' sont les coordonnées de l'état 1 prolongé, a?, 3/, 5r, 
it 2, on aura pour a/ — x^y' — 3/, z' — z les formules (14) et 
I D** 57, lesquels équivalent bien aux précédentes, 
les montrent que Ton a 



/* „ ..'_../■' . .'_ / 



2 



t d'ailleurs s'écrire 

= (^, V-, v) {fada +fidb + fcdcy. 
ssons aux dérivées d'indice 1 . Celles-ci seront de la forme 

querons le lemme du n° 72 à la quantité ^- : nous aurons 

if J = V, fa. [^J = V, /i, j^g^y V. rc 






mt un nouveau segment. 

liscontinuités \, ii^y v^ éprouvées par les trois dérivées d'in- 
irront être considérées comme les composantes d'un troisième 
est la variation brusque de laccélération. 
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L*interprétation géométrique de ce dernier segment est donc évidente par 
elle-même. Quant à celle du segment (Xj, fji^, v,) on pourra l'obtenir en 
attribuant aux différents points des vitesses fictives" égales aux véritables 
dans la région 1, mais telles que les dérivées partielles de leurs com- 
posantes soient continues. Ceci cbangerait, bien entendu, les nouvelles 
positions acquises par les points de la région 2 au bout d'un temps o^ et œ 
changement se traduirait par une déformation appartenant à la catégorie 
étudiée au n® 56. Cette déformation, étant proportionnelle à 8^, aurait 
un segment caractéristique de la forme (kiot, ji, o^ v^û/), X^, ji^, v, étant 
les quantités qui figurent dans les formules (42), (42'). 

Comme précédemment, il résulte de là que les segments {X, fjt, v), 
(^1' 1^1 > ^i)> "6 sont pas changés lorsque Ton change d'état initial sans 
changer la fonction / (au sens précédemment expliqué), mais que dans le 
changement de forme de celle-ci, les composantes de chacun d'eux sont 
altérées dans un même rapport (*). Il convient dés lors, comme précédem- 
ment, de prendre fègal à la distance normale du point a, b, c h S^ ou, ce 
qui revient au même, de remplacer les formules précédentes par 

[:5]=-.-fë]*'-['-3]=---[^i*]-"f- 

Qt, ^, Y désignant encore les cosinus directeurs de la normale à Sq dirigée 
vers la région 2. Nous devrons également, comme dans le cas des discon- 
tinuités du premier ordre^ spécifier quel est l'état initial choisi. Lorsqu'il 
n*y en aura aucun- d'indiqué par la nature de la question^ on prendra Tétat 
actuel à l'instant considéré. 

Ici, contrairement à ce qui se passait dans le cas du premier ordre, il 
est indifférent de choisir Tétat de la région 1 ou celui de la région 2. La 
déformation qui permet de passer d'un de ces états à l'autre coïncide, en 
effet, avec la déformation identique aux infiniment petits du second ordre 
près, au voisinage des points de S^ : il n*y a donc aucune dilatation nor- 
male en ces points, et, par conséquent, aucun changement dans la quan- 
tité /,» -h /;2 -H /;». 

Si on intervertissait les rôles des deux régions, les coefficients /*«, /i, /^ 
subiraient de simples changements de signe. Il en serait par conséquent 
de même pour X, fjt, v, tandis que X,, [Xj, v, resteraient inaltérés. 



(>) Ce rapport est encore égal au rapport des deux valeurs de /, s'il ar'agit du 
segment (Xi, {Xi, v,) ; mais il a une valeur égale au carré de la première pour le 
segment (X, {x, v). 
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*. — Les résultais relatifs au cas de n quelconque apparaissent mainte- 
d'eux-mêmes. 11 existera n -h 1 segments dont le premier (X, [x, v) 
îonnaitre les variations des dérivées d'indice parles formules 

jcond(X,, HLi, Vj), les variations des dérivées d'indice 1, par les for- 



3S 



5 A -h l»*""®, (A/», jJL/,, v/t), donnera les variations des dérivées d'indice h 

/ 1^ — ^ f^^ ^ . I = v;ia^ aîr (» -+- S' -+- r = « — A) 

nsi de suite jusqu'à un n 4- 1»^"® segment (X„, tx„, v„) lequel ne sera 
e que 

[S^rl ro«y"| To^l 
arj' U^"J' Lo^'^J' 

interprétation géométrique des segments (X, [i, v), (A,, jXj, Vi) sera la 
ae que tout à l'heure. Celle du segment (X^, Uj, vj s'obtiendra si, lais- 
, inallérées les positions et les vitesses, on corrige les accélérations des 
its de la région 2 de manière à rendre leurs dérivées d'ordre n — 2 
inues au passage de S^. 11 en résultera, au bout du temps inQniment 
t o^ une déformation proportionnelle à ot^ et dont le segment caracté- 
[que sera (X^S^S [^-i^t^y v^o^*) 
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Oq pourra opérer de même pour les segments suivants en intrc 
les accélérations d'ordre supérieur. 

On déduira de là (ou encore de ce fait évident que les dérivées d( 
se transforment dans un changement de coordonnées absolument 
ces variables elles-mêmes) que les segments précédents ne dépeni 
du choix des coordonnées dans l'espace (z, y, z). Ils sont indépenc 
choix de la fonction f, puisque les formules précédentes ne coni 
que les cosinus directeurs de la normale à S^. 

Si aucun état initial n'est imposé en particulier par la question, o 
tera encore l'état actuel à l'instant considéré, dans Tune ou dans r< 
nos deux régions (ce qui est indifférent du moment que n est suf 
l'unité). 

L'interversion des régions 1 et 2 changera le sens des segme 
l'indice est de même parité que n et laissera les autres inaltérés. 



ji 3. — ÉTUDE DES DISCONTINUITÉS [Suite) - LÈS CONDITK 
DE COMPATIBILITÉ CINÉMATIQUE 



80. — Nous avons maintenant à nous demander si les relations g 
jusqu'ici sont les seules auxquelles soient assujettis les éléments 
discontinuités. 

Supposons que nous nous donnions arbitrairement^ en chaqi 
«0» ^o»Co> de So, les nombres ^, fx, v ; X,, ji^, Vj ; ... X», fA„, v^ 
d'autre part X, Y, Z ; X,, Y^ Z, ; ... X„, Y„, Z„ des fonctions de 
continues partout ainsi que leurs dérivées de tous les ordres. A 1 
considéré t^^ donnons aux différents points du milieu : 

Les positions (X, Y, Z) dans la région 1, et les positions 

[^^ n\' ^^ n!' ''^ ni) 
dans la région 2 ; 
les vitesses (X,, Y,, Z^) dans la région 1, et les vitesses 

\^i-^(n~l)!' ^^-^(n-i)!' ^*^(n-i)î; 

dans la région 2 ; 
Hadamâbo 
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les accélérations (X,, Y,, Z,) dans la région 1 et les accélérations 

V^»^(ïr=m' ^«-^(n-ljl' ^*^(n-à)!y . 

dans la région 2, 
etc.; 

enfin, des accélérations d'ordre n égales à(Xn, Y„, Z») dans la région 1 et à 
(Xn H- X„, Yn 4- |i„, Zn -f- v„) daus U région 2. 

Dans les expressions précédentes, il est convenu qu'on donne à X, [i, v, ... 
X», {Xn, v„ les valeurs qu'ils ont au point {a^^ 6,, c^)^ pied de la normale 
abaissée du point (a, b, c) sur Sq. 

On obtient ainsi, à l'instant t^^ une discontinuité d'ordre n dans laquelle 
les segments définis plus haut ont, en chaque point de Sq» les valeurs 
(Xy (A, v), ... (X„, (j^,, Vn), lesquelles ont été prises arbitrairement. 

00. — Il reste à savoir si ce système de positions de vitesses et d'accélé- 
rations correspond bien à un mouvement satisfaisant à la condition d'im- 
pénétrabilité énoncée au n® 44 et aussi à l'hypothèse supplémentaire faite 
au n® 46« 

Or, si nous con^^idérons deux milieux remplissant à un instant déterminé <, 
deux régions contiguës 1 et 2 de l'espace (la surface limite étant S), et si, 
les supposant entièrement indépendants Vun de Vautre^ nous donnons, 
en cet instant, à leurs différents points des vitesses et des accélérations 
des divers ordres continues dans chacun des milieux, mais variant (pour 
les points de la surface de contact) lorsqu'on passe de l'un d'eux à l'autre, 
ces milieux cesseront en général, aux instants postérieurs à t, d'être 
contigus : ils se sépareront ou, au contraire se mêleront, certains 
points du milieu 1 entrant dans le milieu 2 et inversement. Pour qu'il en 
soit autrement, il faut évidemment certaines conditions : ces conditions 
que nous retrouverons plus loin, sont les suivantes : Les composantes 
normales de la vitesse et des accélérations successives doivent, pour 
chaque point de S, être les mêmes dans les deux milieux^ 

Il semble donc qu'elles doivent être vérifiées dans le problème actuel. 

91* — Nous allons voir que les choses ne se passent point ainsi. Mais 
nous avons, à cet effet, deux cas fondamentaux à distinguer : 

Ou bien la discontinuité affecte constamment les mêmes molécules^ au- 
trement dit, l'équation de la surface de discontinuité ne contient pas t : 
nous dirons alors que la discontinuité est stationnaire ; 
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Oa bien Féquation de la surface de discontinuité dépend du 
doit, par conséquent, s'écrire 

(44) /(fl, 6,c,/) = 

et est résoluble par rapport à t, lorsque a, h, c sont donnés (di 
une certaine région). La discontinuité aiïecte alors des mol 
rentes, suivant les instants où on la considère : Nous dire 
propage. Nous donnerons encore à une telle discontinuité le 

Les conditions précédemment énoncées sont effeclivemen 
dans le cas des discontinuités station naires. 

Elles ne le sont plus pour les discontinuités qui se propagei 

OSS. — Cependant, les segments (X, |x, v), (X„ |ij, v^), ... (] 
peuvent pas être quelconques si nous nous plaçons, comme i 
droit de le faire, dans une région et dans un intervalle de 
surface des discontinuités reste unique. 

Supposons que Tinstant t^ où nous prenons la surface de dis 
fa3se partie d*un tel intervalle de temps. Dans ces conditions, 
exprimer que cette surface est unique, non seulement pow 
de t, mais aussi pour les autres valeurs^ tant antérieures que^ 

Lorsqu'il en sera ainsi, nous dirons, avec Hugoniot, que le 
vèments qui ont lieu, à l'instant f^, dans les régions 1 et 2, 
tibles. 

Lès conditions pour que deux mouvements soient compai 
avec les problèmes de dynamique que l'on a à résoudre. Mais 
constater qu'il en est de communes à tous ces problèmes : ci 
sont nécessaires pour que la compatibilité soit cinématiquenr 

03. Cas des discontinuités stationnaires. — 

tout d'abord une discontinuité stationnaire d'ordre n et soit 

une dérivée d'ordre n qui soit discontinue. Supposons que 1 
différent de zéro. 
En un point (a^, b^, c^) de la surface de discontinuité 

K p^ry^ r I * 8* dérivée A*"« par rapport au temps différei 

cela pour une suite continue de valeurs de t, puisque, par 
discontinuité ne cesse pas de porter sur la molécule (a^, b^, c^ 

F-p^rq> r I "® P®"* P^s ^^^^ ^^h sauf pour des val 
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3 t, Sî nous faisons abstraction de celles-ci, nous voyons qu*une 
1 ordre n — A est discontinue, et que, par conséquent, ia discon- 
st d'ordre inférieur à n, conlrairement à Thypothèse. 
enQn h doit être nul. 

datis une discontinuité stationnaire, les premièi^es dérivées qui 
iscontinues sont d'indice zéro, 

8*»a7 S^t/ ^"-2" 

-Supposons, en particulier, qu'une dérivée de la forme hn- » iç~» „- 

[)ntinue. Alors, d'après le raisonnement qui précède, il en sera de 
9ur une au moins des coordonnées Xy y ou z. Il y aura donc dis- 
té absolue. Les deux portions 1 et 2 du milieu se comportent 
[eux corps différents et glissent Tune sur l'autre en restant cons- 
t en contact. 

it précisément les conditions où nous nous étions placés au n^OO. 
e nous l'avons dit en cet endroit, si la vitesse, l'accélération, e(c, 
on li nues, leurs discontinuités ne peuvent pas être quelconques, 
é de trouver les conditions auxquelles elles doivent satisfaire (en 
it toujours, comme nous l'avons dit au n^ 46, que les deux milieux 
l et 2 restent en contact et ne se séparent point), 
n e£fet, S la surface de disconiinmlé cœisidérée dans Yétat actuel^ 

<p (a?, y, z,t) = Q 

Q de S. Une particule, tant de la région 1 que de la région 2, qui 
it à cette surface à un moment quelconque ne cessera pas (n° 48) 
î partie. On aura donc 

ô«p ^x ô© ^y ôtp ^z ô<p ç. 

t> Vi' ^i)» (^2> ^2» ^2) '®s particules situées, à l'instant ^ au même 
y, z) de S et qui font partie. Tune de la portion 1, l'autre de la 
I du milieu. On pourra, dans l'équation précédente, remplacer 
ir j?j, 1/1, Zi et aussi par x^, y^, z^. En retranchant membre à 
les deux relations ainsi obtenues, il vient 






Tt\ -^^yltt^^Ù L^J^ 
% variation brusqtie de vitesse est un segment tangent à S. 
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nuls. Alors, à son lour, la variation d* accélération (si elle n'est pa 
est tangente à S. C'est ce que Ton voit en différenciant deux fois Pc 
(45), ce qui donne 

) ^x^ \Sï/ "*" ••• '^ bxày Ji ^t [àxbt ^i^y^t ïi "^ i 

où tout est continu, sauf les termes 

ô<p 8*a? ô<p 8'y ô<p 8*^ 
ôS^"^ôyô?"^ôy8Ï2' 

L'ensemble de ceux-ci ne saurait donc varier par la discontinuité. 

Si l'accélération elle-même était continue, une conclusion analo 
précédente aurait lieu pour l'accélération du troisième ordre; et i 
suite. 

Remarquons encore qu*aucune des dérivées de Xj y, z rC est dise 
lorsqu'on la considère comme fonction du temps, a, 6, c restan 
car alors le point (a, 6, c) fait partie soit de la région 1, soit de la i 
et dans chacune de celles-ci, tout est continu. 

05. Cas des ondes. — Contrairement aux premières, les c 
nuités qui se propagent ne donnent jamais lieu à des discontinu 
solues. En effet, deux molécules infiniment voisines à un instan 
ne peuvent cesser d'être telles que par le passage de la discontinui 
comme ce passage n'a lieu que pendant un temps infiniment petî 
positions ne seront altérées qu'infiniment peu pendant ce temps. 

Contrairement au cas des discontinuités station naires, les dériv 
seront discontinues le seront par rapport au temps. Car une molécul 
minée quelconque passera d'une des deux régions à Tautre au mon 
elle sera atteinte par Tonde. 

Enfin, s'il y a compatibilité, il n'arrivera pas, comme dans le 
discontinuités station naires, que les déiivées d'indice soient disco 
à l'exclusion des autres dérivées du même ordre. Bien au contraii 
allons voir que toutes celles-ci varieront en même temps. 

06* — Occupons-nous donc d'exprimer qu'il y a compatibilité, au 
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n° 9ft : que les deux régions 1 et 2, daus chacune desquelles ie mouvement 
sera continu, sont séparées par une surface dont la position varie avec le 
temps, mais qui est unique à chaque instant, et dont nous désignons 
l'équation par 

(44) /(a, 6, c, = 

A cet effet, il nous sera commode d'utiliser le langage de la géométrie à 
quatre dimensions en considérant a, b, c, t comme les coordonnées d'un 
point dans un espace à quatre dimensions E^. 

Dans cette conception, l'espace ordinaire [lieu du point (a, 6, c)] consi- 
déré à l'instant t doit être regardé comme la section de l'espace E^ par la 
multiplicité t = const. 

L'équation (44) représentera une multiplicité triplement étendue S^ dont 
la section par ^ = const. donnera la surface de discontinuité S^à l'instante 
La multij>licilé S^ divisera E^ en deux régions 1 et 2 engendrées respecti- 
vement, lorsque le temps varie, par les régions 1 et 2 précédemment con- 
sidérées de l'espace ordinaire. 

L'hypothèse précédemment faite (n^* 70-71) consiste en ceci que les 
quantités sur lesquelles nous opéions et leurs dérivées sont continues en 
dehors de So ^^ ^^^ So uième, tout en pouvant être discontinues au passage 
deS(,. 

07. — Cela étante nous appliquerons la méthode du n^ 73, non plus à la 
surface S^, mais à la multiplicité S^* ^^^^ ^ ^^^ fonction continue sur 
cette multiplicité, mais dont les dérivées soient discontinues (toujours dans 
les conditions indiquées aux n<*' 70-7 1). On verra, comme précédemment 
que l'on doit avoir 

(«I [g].a+[S].6-.g]*, + [«^]* = 0. 

moyennant l'équation différentielle de la multiplicité S^, laquelle s'écrira, 

cette fois, 

(49) fada -^fbdb-^ f^dc -h fxdt = 

ft désignant la dérivée -^ . Les équations (34) peuvent donc être complétées: 
on peut écrire 

«» Di]^'-.=[îi]^A=[a=A=[g... 
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Si, maintenant, on suppose également que les dérivés de * jusqu'à 
Tordre n sont continues, on aura, au lieu des proportions (35), 

(M) [^]^/.-=- = [».ll^] ^A'A./.'ff=... = [|?] ■/.- 

lesquelles, comme précédemment^ pourront se résumer dans l'identité 
(par rapport à da, dbf de, dt) 

X étant la valeur commune des rapports (51) 

08* — Supposons, comme nous en avons convenu au n* 80, que les 
dérivées /«, /&, fe sont respectivement égales aux cosinus directeurs a, p, y 
de la normale à la surface S^ représentée à l'instant t par l'équation (44) : 
/ représentant (aux infiniment petits du second ordre près) la dislance nor- 
male d'un point à cette surface, mesurée sur téiat initial adopté, et 
comptée comme positive dans la région 2. 

Soient alors f^ (a, h, c) le premier membre de l'équation de S^, c'est-à- 
dire la fonction /dans laquelle on ne fera pas varier t\ S'o, la surface ana- 
logue à S^ correspondant à Tinstant < + c?^ La distance normale dn d'un 
point de S'o àS^ (comptée comme positive dans la région 2 et comme néga- 
tive dans la région 1) sera évidemment égale à la valeur de Z^, ou, ce qui 
revient au même, de df^, soit 

dn = df^ = f^da-^ fi,db -+- f^dc = — ftdt. 

dn 
La quantité ^ est la vitesse de propagation de l'onde, mesurée sur 

l'état initial considéré. Nous la désignerons par la lettre 6 ; de sorte qu'on 
aura 

(62) e=-^ 

Elle est positive ou négative, suivant que la propagation se fait de la 
région 1 vers la région 2 ou en sens inverse. 
Si / représente le premier membre de l'équation de §^ prise sous une 
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uelconque, il faudra, pour obtenir les cosinus directeurs a, p, Yi 
les coefficients de (49) par \Jfa^ -H A* + /;*. On aura donc alors 

//â* H- /i^ H- /c' 
al étant toujours pris a^vec le signe de /dans la région 2. 

— Grâce à la présence de ce radical, la vitesse dépend du choix de 
itial et, lorsque Ton change celui-ci, elle est altérée évidemment 
même rapport que les distances normales à la surface de discon- 

tte précédemment, nous prendrons le plus souvent, pour état 
Tétat actuel à Tinstant considéré, en spéciQant, dans le cas du 
• ordre, qu*il s'agit de l'état de la région 1. 

. — En même temps que la vitesse de propagation, on peut avoir à 
ire la vitesse de déplacement de l'onde, c'est-à-dire la vilesse avec 
I se meut la surface de discontinuité considérée dans f espace 



Q (a?, y, z, t) = Q 

)n de cette surface (<p étant la valeur que prend / lorsqu'on rem- 
b, c par leurs valeurs tintes des équations (i'j ) ; S, sa position à 
t /; S', sa position à Tinslant t + dt. La vitesse de déplacement^ 
is désignerons par T, sera le quotient par dt de la distance normale 
aces S, & (avec la même convention de signe que tout à l'heure), 
isonnement présenté ci-dessus donne évidemment pour valeur de 
lesse 



T = 



ôt 



vW^^lMi) 



tpsse T est distincte de la vitesse de propagation, même lorsque 
est comptée sur un état iniliul identique à l'état actuel à l'instant i, 
cas, en effet, S^ coïncide avec S; mais S'q ne coïncide pas avec S', 
e lieu des positions qu'occupent, à l'instant t, les particules qui, à 
i t-^ dt, forment la surface S'. 
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II est d'ailleurs aisé de trouver la relation qui existe entre les deux vi- 
tesses. Supposons, en effet, pour simplifier, / choisi de manière à ce que 
/«i A» fc soient égaux aux cosinus directeurs a, p, y de la normale à S, 
(c'est-à-dire à S) 

Ces cosinus directeurs seront aussi égaux à ->- , -^ , -^ à l'instant t^ puis- 

oX oy bz 

qu'alors x, y, z ne sont autres que a, 6, c. On aura 6 = — /, et T = — ^ * . 
Or (p n'est autre que /, exprimée à l'aide des variables œ^ y, z^ t et, par 
conséquent, -^ n'est autre que la dérivée^, liée à -^( = A par la rela- 
tion (18). On a donc 

(54) T = -(/-.-u2-''| — 3) = e-Ht'n 

Vn désignant la composante normale à S, de la vitesse (u, r, w) au point 
et à l'instant considérés. 

On arriverait d'ailleurs au même résultat en appliquant le théorème de 
la composition des mouvements. Le mouvement de S dans l'espace peut en 
effet être considéré comme résultant : i<* de son mouvement relatif par rapport 
au milieu, lequel^ s'il agissait seul pendant le temps dt, amènerait S à la 
position S'o et qui n'est autre que la propagation de Tonde; 2"* de son 
mouvement d'entraînement, qui est le mouvement même du milieu. La 
vitesse normale T est donc la somme des vitesses nornuiles de ces deux 
mouvements, lesquelles sont précisément 6 et »«. 

100^. — Les formules (52'), (53) sont d'ailleurs susceptibles d'une 
interprétation géométrique qui nous apparaîtra plus clairement si nous 
considérons d'abord des mouvements à deux dimensions. 

Envisageons un mouvement ayant lieu dans un plan, de sorte qu'il n'y 
ait que deux coordonnées initiales a, h et deux coordonnées actuelles or, y. 
Les discontinuités que nous considérons auront alors lieu suivant des 
courbes dont la position, à un instant quelconque t^, sera représentée, 
sur l'état initial, par So {fig. 7). 

Nous pourrons prendre comme troisième coordonnée le temps /, 
l'axe des t étant pris vertical et les coordonnées horizontales étant a, 6. La 
multiplicité So ?"' représente la marche de Tonde suivant une convention 
analogue à celle du n° 96, sera ici une surface {fig. 7) |dont la section S'o 
par un plan horizontal quelconque t = t' donnera la nouvelle position de 
Tonde à l'instant correspondant. Il ne restera plus qu'à représenter cette 
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courbe sur le même plan où est figuré S^, ce qui se fera évidemment en la 

projetant horizontalement sur ce plan en ^^ {fig. 7). 

Si i' est infiniment voisin 

de t^, le déplacement normal dn 
de Ponde sera figuré par la dis- 
tance normale Mm' (fig. 7) des 
courbes So, «'o- Comme d'ail- 
leurs di n'est autre que la dis* 
tance du point m! au point M' 
de S'o dont il est la projection, 
on voit que la vitesse de pro- 




Fig. 7 



dn 



m'M 



pagation -j- n'est autre que la limite de -r%3n c'est-à-dire que Vinverse de 

la pente de la surface §<, par rapport au plan horizontal (ou que la co- 
tangente de l'angle que font cette surface et ce plan). 

Or les formules de la Géométrie analytique donnent précisément, pour la 
quantité ainsi obtenue, une expression tout analogue à (52'). 

Si l'on avait pris comme coordonnées horizontales les coordonnées 
actuelles x, y, c est-à-dire si Ton avait construit non plus S^» °^**^ 8» ^'*'*" 
verse de la pente de cette dernière aurait donné la vitesse de déplacement 
sous une forme analogue à (53). 

Il est clair que ces considérations s'étendent d'elles-mêmes aux mouve- 
ments dans l'espace, sans autre difficulté que l'introduction de la géométrie 
à quatre dimensions, et qu'on retrouve ainsi les formules (52')} (53) telles 
que nous les avons écrites. 

Il nous arrivera, dans la suite, d employer les figures relatives aux mou- 
vements plans (telles que la fig. 7) pour représenter les raisonnements 
que nous ferons sur les mouvements dans l'espace (de sorte que, parlant, 
dans le texte, d'une surface S^^ nous tracerons sur la figure une courbe S,; 
et ainsi de suite). 

101* — Comme précédemment, nous traiterons à part les discontinuités 
du premier et du second ordre. 

Pour le premier ordre, œ est continu, mais non ses dérivées : nous écri- 
rons donc (n^ 0*7). 

[ë}-=[S}^=[ll}-[l}-'- 

La valeur commune des trois premiers rapports étant X (dans le système 
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de notatioQS du n^ 77] pendant que la variation de -k^ est désignée par X^, 
il vient 

(56) ^1 = - ÔX. 

De même 



(55') 






Ainsi, les deiuv segments (X, fx, v), (Xj, fXp vj) ont la même direction. 
Leur rapport est égal au signe près à la vitesse de propagation 6. 

102. — Cette relation subsiste quel que soit Télat initial adopté, mais 
pendant que X^, ^^ V| seront indépendants de cet état initial, le choix de 
celui-ci inQuera au contraire sur X, jx, v et 0. Si Ton choisit Tétat actuel de 
la région l ou celui de la région 2, la quantité aura, ici, deux valeurs en 
général diiïérentes 0^ et 6, dont le rapport est égal à la dilatation normale 
1 -h Xa -h Hp + vy. 

En raison de cette circonstance, il y a souvent avantage à introduire, 
pour une discontinuité du premier ordre, la vitesse de déplacement T, 
laquelle est indépendante du choix de Tétat initial. Cette vitesse est liée 
à Oj et à 6, par la formule (54), dans laquelle Vn qui est, en général, affecté 
par la discontinuité, a deux valeurs différentes v^n et v^^* On a 

(56) T = 0, -H ri„ = e, -h v,n 

103. — Soit maintenant une discontinuité du second ordre. Notre 
lem me, appliqué à laquantité x qui est continue ainsi que ses dérivées pre- 
mières, nous donne 

is-^ 1: a', ainsi que tous les rapports analogues relatifs 
aux dérivées d*indice zéro, est égal à X (n^ 85). De même, nous avons posé 

[^t\ * = [mt\ P = [m] ^ = ^' 
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CHAPITRE 


II 


et 














X, 


Donc 








(57) 




^=-h= 


-h. 


Comme 


on a pareillement 






(57') 


j 







les trois segments (X, |i, v), (X^, |i,, v,), {\, fx^» *'i) ^^^^ ^^ m^we direction 
cl §n progression géométrique^ la raison de cette progression étant — 
Les proportions précédentes peuvent d*ailleurs s'écrire 

= X {%da -h prfô -\- ^dc — Qdty, 
= jx (dda -h pG?6 + Yû?c — ^dty, 

= V {oda H- p6?6 H- YC?c — Odiy, 

Ces considérations se généralisent d'elles-mêmes. Pour n quelconque, 
les n-h i segmeyits (X, h» v), (Xj, jIj, v,).., (X„, fi„, v„) ont la mé^ne direc- 
tion et forment une progression géométrique dont la raison est égale, au 
signe près, à la vitesse de propagation : on a 

Il — ^^i — — ^^ — 
^ — _:-Q (_0)A 
•X — Jt^ — — _!^'* — 

__ Vj^ _ __ _v^___ __ 

"~ — 6 (— 0)'^ (— 0)" 

Ces relations sont vraies, pour tout choix de l'état initial, bien que celui- 
ci influe sur les valeurs des quantités qui y Ggurent. Bien entendu, pour 





Xn 


(■ 


- 6)» 




f^n 


(- 


-0)»» 




^n 
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les ordres supérieurs à Tunilé, il est inutile, lorsqu'on prend pour état 
initial l'état actuel, de spécifier s'il s'agit de l'état i ou de Tétat 2. Si on 
intervertissait Tordre des deux régions, subirait un simple changement 
de signe. 

104. — Le cas des discontinuités stationnaires correspond évidemment 
àô = 0. Or si, dans les formules (58),onannuleô,il vientXA=fjiA=VA = 
(pour h > f ), On retombe donc bien sur le résultat obtenu au n° 03 : 
Dans une discontinuité stationnaire d* ordre n, les seules dérivées d'ordre 
n qui soient discontinues sont d\indice zéro, 

105. — Le cas où les relations (58) sont vériûées semble au premier 
abord beaucoup plus particulier que celui où les segments (X/^, yLf^, v;^) sont 
quelconques. Cependant, il résulte de ce qui précède que la compatibilité 
doit être regardée comme la règle, et le cas contraire comme lexception. 
Si, en effet, il n'y a pas compatibilité, la surface de discontinuité ne peut 
pas rester unique, elle se dédouble tout au moins en deux feuillets qui 
étaient séparés avant l'instant t et le sont de nouveau après. La disconti- 
nuité sans compatibilité qui existe à Tinstant t doit donc être regardée 
comme étant en réalité la superposition de deux ou plusieurs autres dont 
les surfaces d*onde coïncident momentanément (*). On ne saurait supposer 
que l'absence de compatibilité ait lieu une inCnilé de fois dans un inter- 
valle de temps Bni, car alors les surfaces de discontinuité, se dédoublant 
une infinité de fois, ne seraient pas isolées. 

106. — H y a donc lieu, dorénavant, d'admettre, sauf indication con- 
traire, que les n + i segments ont entre eux les relations (58). Il en 
résulte, en particulier, qu'wne discontinuité est entièrement définie, en 
chaque point de la surface d'onde, par un segment : le segment (X, |i, v) 
qui correspond aux dérivées d'indice 0, et un nombre : la vitesse de propa- 
gation. 

lOV. — Ce segment et ce nombre peuvent d'ailleurs être quelconques : 
autrement dit, les équations (58) donnent bien, cette fois, toutes les rela- 



(*) Un tel fait est d'aillears tout à fait exceptionnel : lorsque deux discontinuités 
se propagent indépendamment Tune de l'autre, elles ne se rencontrent, en général, 
que suivant une ligne, sans que les surfaces d*onde coïncident à aucun moment. 
(Voir chap. vu). 



l 
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tioDs qui existent, dans une discontinuité d'ordre n, entre les variations 
des dérivées de cet ordre, lorsqu'on neconnatt rien sur la nature dynamique 
du mouvement. 

Donnons nous, en effet, arbitrairement Téquation (44) de S^ : nous 
pourrons évidemment la choisir de manière qu'à un instant déterminé, 
Sq ait une position donnée et 6 une valeur donnée en chaque point. Don- 
nons-nous aussi arbitrairement, en tout point de Sq et même de 8^, le 
segment (X, fx, v). Soient enûn X, Y, Z des fonctions de a, b, c, t continues 
ainsi que leurs dérivées de tous les ordres. Les équations 

a? = X, y = Y, ^ = Z, dans la région i 

' n\ 

^ ' I y = Y H- |JL -^-^ ^^ ^ ' j dans la région 2 



n, 

[ f(a, b, c, 01» 



n\ 



déBnisseut un mouvement (et non plus seulement un système de vitesses 
et d'accélérations, comme au n*^ 80) présentant une discontinuité d'ordre n 
dont les éléments sont bien ceux que nous nous étions donnés. 

Nous voyons bien d'ailleurs pourquoi le mouvement ainsi déGni ne cesse 
pas de vérifier les hypothèses générales des n^' 44-46, quoi qu'il ne 
satisfasse pas aux conditions du n^ 00. La raison en est la même que celle 
pour laquelle, comme nous l'avons vu au n^ 05, les discontinuités qui se 
propagent ne donnent pas lieu à des discontinuités absolues. La continuité 
des vitesses ou des accélérations cesse, pour une particule quelconque, au 
moment où elle est atteinte par Tonde ; mais elle ne cesse que pendant un 
temps infiniment petit et se rétablit ensuite, de sorte que la continuité 
du mouvement n'en est pas troublée. 

108. — Dans le cas où il n'y a pas compatibilité, la discontinuité 
d*ordre n se divise, en général, en discontinuités partielles qui sont égale- 
ment d'ordre n (les segments (X^^, ji^^, v;^) relatifs à celles-ci ayant, pour 
chaque valeur de h, une somme géométrique égale au segment analogue 
correspondant à la discontinuité primitive). 

Mais il est à remarquer que d'autres h3rpothèses sont possibles. Par 
exemple, une discontinuité d'ordre n peut se dédoubler en discontinuités 
à!oTiv^ supérieur km une discontinuité qui porte sur les vitesses peut 
être remplacée par deux autres qui ne portent que sur les accélérations. 
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Pour nous en rendre compte, considérons, pour simplifier, un mouve- 
ment effectué suivant i*axe des abscisses, chaque point de l'état initial étant 
défini par une seule coordonnée a et sa position 
actuelle, par une seule coordonnée a?. La variation 
de a; en fonction de a et de < pourra alors être repré- 
sentée par une surface. 

Supposons que cette surface se compose de deux 
demi-plans formant un dièdre : nous aurons ainsi frjg, 3 

une discontinuité du premier ordre. 

Par un point S de Tarète du dièdre (correspondant à une valeur a^ de a 
et à une valeur i^ de <), menons deux droites SA, SB, dans les deux faces 
{Jig. 8) et relions ces deux droites par une nappe conique tangente, suivant 
ces deux génératrices^ aux deux faces du dièdre. Nous pourrons alors sup- 
primer les portions de celles-ci comprises entre les deux droites et la portion 
de Taréte {fig. 8) qui correspond à ^ >> ^g, pour les remplacer par la nappe 
conique, et nous aurons ainsi un mouvement présentant, pour i = t^, une 
discontinuité d'ordre i et, pour t > t^, deux discontinuités d'ordre 2. 

100. — Revenant au cas de la compatibilité^ nous allons nous proposer 
de calculer les variations subies par les principaux éléments considérés 
dans la première partie de ce chapitre. 

Densité. — Pour Tétude de la densité, nous supposerons qu'on a pris 
l'état actuel pour état initial. 

Considérons d'abord une onde du premier ordre : nous savons que la 
déformation de l'état 2 par rapport à l'état i appartient à la catégorie 
étudiée au n° 56, et nous avons appris à évaluer'la dilatation normale, égale 

au rapport ^ des densités. Cette dilatation s*obtient en ajoutant l'unité 

à la composante normale Xa + fx^ + vy de la discontinuité (*), supposée 
rapportée à Tétat 1 du milieu : ainsi on a 

(60) Bl = 1 -h Xa -h t^P -+- vy. 

Cette expression peut se transformer de diverses manières en ayant égard 
aux relations indiquées aux n°' 101-102. Tout d'abord, en multipliant 



(*) C'est-à-dire du segment qui, joint au nombre 0, définit la discontinuité, ainsi 
que nous venons de le voir. 
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la composante normale de la discontinuité par — 6, nous obtiendrons celle 
de la variation de vitesse. Donc 

(61) ?^ = «-¥- 

Dans cette formule, t?„ désigne la composante normale de la vitesse et 6 
doit recevoir la valeur 0^. On obtiendra évidemment la même valeur 

pour ^ en changeant le signe de [t?„l el remplaçant 6^ par 6^, ^ par ^ : 

?i Ps Pi 

C est ce que Ton vérifierait sans difûculté à Faîde des relations précédem- 
ment établies (n* 84). 

D'autre part^ nous avons vu que la dilatation normale est égale au 
rapport des deux vitesses 6^ et 6,. Si nous tirons celles-ci de la double 
égalité (56), il vient 

Pa ^1 ~ T-rjn 



(62) 

ou si Ton veut 




(61') £i_i = =dM_-K]. 

i lO. On démontrerait directement le même fait en considérant la portion 

d*espace comprise à Tintérieur d'un petit 
cylindre dont les deux bases G, C sont 
respectivement situées dans deux posi- 
^^ tiens successives S, S' (fig, 9), occupées 
par la surface d'oiide aux instants t et 
f 4- di et dont le volume est CTdt. 
Cette portion d'espace passe (*) de 
l'état 2 à Tétat 1 pendant le temps dt. 

Or, le volume entrant par la face C, sous Tétat 1, a pour expression Ci\^ dt 
et le volume sortant par la face C, sous l'état 2, est égal à Cv^ndt, Quant au 
volume entrant ou sortant par les faces latérales, il est négligeable, si nous 

supposons, comme nous avons le droit de le faire, que le rapport -g soit infini- 
ment petit. 

En écrivant que le volume de la partie restante varie dans un rapport 
inverse de celui des densités, on retombera sur la relation (62). 



(i) Noos supposons, pour fixer les idées, la vitesse positive, ainsi que V|r, V2n> 
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fil. — Dans les discontinuités d'ordre supérieur, la variation brusque 
ne porte pas sur la densité ellemènae, mais seulement sur ses dérivées 

d'ordre n — i (si Tonde considérée est d ordre n). La quantité log ^ étant 

? 
continue ainsi que ses dérivées jusqu'à Tordre n — 2 inclusivement, il 

existera un nombre >c tel que Ton ait 



r 5 n-HogP^ 1 

XjaJ^ 86î le IV" J 



(63) '"^ p =xaypgY''(— Q)'- 

Pour évaluer x, nous pourrons nous borner à considérer les dérivées 
d'indice zéro. Si nous prenons pour état initial celui de la région 1, la quan- 
tité log '-^ sera identiquement nulle dans celte région. Mais d'autre part, la 
déformation de la région 2 par rapport à la région 1 ayant les propriétés 







\0g^3 



étudiées au n® 59, la valeur de ° p dans la région 2 sera donnée 

8a^ Ih^ 80' 
par la formule (17). On a donc 

(64) x = Xa 4- fJiP H- vy. 

Comme ^^ est, en général, continu ainsi que toutes ses dérivées, nous 

avons ainsi la variation des dérivées de loff -• 

^P 
If f bis, ^ (JQ pourrait d'ailleurs partir également des dérivées d'indice 

non nul en utilisant la formule (20). Pour n = 2, celle-ci donne 



è (■«»')= 



îyu 5t? ôf2 
ôa? ôy ôjar 


' 


8m 8t; OU) 


8«a, 3V 8»^ 



Le second membre peut s'écrire 

si a, &, c coïncident avec a?, y, z Q) : on retombe donc bien sur la formule 
(64). On généraliserait d'ailleurs au cas de n quelconque en différenciant 
un nombre de fois suffisant la formule (20). 

Si Ton voulait le changement de densité, la discontinuité étant rapportée 



(1) Cette transformation est applicable dans les deux régions, quoique l'état initial 
soit celui de la région 1, grâce à Ce fait Qu'elle n'introduit qu'u/i^ différentiation 
par rapport à a, 6, c. 

Hadamaro 8 
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e» il faudrait bien entendu, transformer les for- 
3 trouver, à Taide des principes précédemment 



6 déformation. — Plus généralement, cherchons 
nulle sur les composante de déformation (7) 
) fois» ne faire aucune hypothèse sur le choix de 

' les coordonnées correspondant à Tétat de la 
région 2. Prenons d'abord n = 1 : on aura, aux 
i ordre près, 

^f> y = y' -^V-f* z=zz' -^^f 

-h Uff -h {dy' H- \^dff -i- {dz' -+- vrf/)» 

\- dxf- -+- rf^'2 H- 2df{\dj^ H- \Ld^ 4- vrf^) 

{- (X^ -h fi» -^ v*) dp 

■H dy'* H- dz'^ 

h 2(/Lc?a 4- Ao?i 4- Acf^c) (Xc?j;' H- fic^y' -h vrf^') 

^ (X2 4- ix^ -+- v^) {fja 4- /lc?6 4- fcdcY. 

ir les composantes de déformation sont donc les 
ôme 

db -^ fcdc) Q^dcd 4- ^dy' 4- ^dz') 
4- Ht» 4- v8) (/àe^a 4- hdh 4- /cC?c).» 

tats prennent ici une forme beaucoup plus simple 
lus alors les composantes de déformation, mais 
- 1 qui sont discontinues. Prenons toujours le 
ui de n = 2, dans lequel 

07 = ^' 4- -j 



dx == dx' 4- X/'c^/' 
dy = dy' 4- K/^c^/' 
dz = dz' 4- v/'rf/' 
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en négligeant des termes qui contiennent p en facteur. La simplification 
résulte de ce que, en élevant au carré et ajoutant, on peut négliger les 
carrés de V^A f*/*^?/*, "tfdf : on obtient : 

dx^ -H dy« -h dx"^ = dod^ -h (/y« -+- dz'^ -i- 2fdf{}.dx' ^ v^dt/ -h ^dz') 

de sorle que les variations de e,, e^, 83, Yp Y2» Y3 sont les coefGcients du 
polynôme quadratique fdf (kdx^ -h [i^di/ -+- ^idz'). 

Désignons, comme au n*» 47, par a,, 6,, c^\ a,, 6^, c^ ; a^y 63, C3 les dé- 
rivées premières de Xy y, z par rapport ka^h^c \ ces dérivées coïncident 
avec celles de ai , xfy z* en tout point de la surface d'onde, puisque la dis* 
continuité est du second ordre, et Ton a 

(67^ Ud -h fJidy' -h vrfj' = Lrfa -\- Mdô -4- Nrfc 

avec 

(67') L = Xa, -+- fia, -h v^g, M = Xft^ -h |aô, 4- vjg, N = Xc, 4- ^c^ -h vc,. 

rf/ étant égal à fada H- /irfô -h /cdc, les quantités dont varient ej, e^, 63, 
Y), Ys» Ï3 d&i^s le passage de Tétat 1 prolongé à Tétat 2, sont (toujours aux 
termes près de Tordre de /"*) 

mft> ^/-^^^ ^-"^^^ ^-^^^ 

^''''^ ^ /-.(M/è + N/i), /(iVa H- L/c), /-(L/i-^MA), 

EnGn, /"étant nul sur Sq et ayant pour dérivées partielles /«, /i, /c, on 
obtient 

[i}^-=[&]'-'=[fe]'^'-'-A. 

Pï]a=[&]a=[|]./.=n/. 



(89) 
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t que Ton vérîGerait, bien eniendu, sans difticullé à l'aide des for- 
(40), (400. 
discontinuité était d'ordre n, il faudrait, dans les formules (66) et, 

aséquent, dans les formules (68), remplacer /"par / . . -j , et les 

es (69) seraient remplacées par 



\ n'avons écrit que les formules relatives aux dérivées par rapport 
c; mais nous pouvons évidemment en déduire les variations de 
les autres dérivées d*ordre n — 1, le lemme du n** 97 étant appli- 

^l> ^2» ^3> Yl> Ï2> Ï3* 

lourrait, des formules précédentes, déduire la variation de la densité 
e cas du premier ordre) ou de ses dérivées, puisque la dilatation est 
iction des composantes de déformation. 

(t>". — Même lorsque la discontinuité est du premier ordre, le résul- 
tout semblable à celui que nous venons d'écrire, si cette discontinuité 
i petite, de manière qu'on puisse négliger les carrés de X, fi, v. Le 
me (65) se réduit alora à sa partie linéaire par rapport à ces trois 
lés et il vient (en tenant compte de (67)) 

CYi] = M/c ^ N/i, [Y,] = Wa + L/;, [y3] = L/i H- M^. 

U Rotation moléculaire. — Soit une discontinuité du second ordre : 
s pour état initial l'état actuel en supposant toujours que /à, /!,, fc 
^aux aux cosinus directeurs a^ p, y ^^ '^ normale à Tonde. Les 
mantes 






station moléculaire s'écrivent ici 

iyt'b^t'^ ocStr 2\^cot fa^tr 2\uu u^t)' 
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Sa variaitOQ sera donc d'après nos formules 

(70) [p] = |(ix^_vp), [g] = I (v« - Xy). [r] = I (Xp _ (.«). 

L'inlerprélalion géométrique de ces expressions est bien connue : si l^on 
mène, avec le point considéré comme origine, le segment (X, pi, v) qui 
caractérise la discontinuité et d'autre part, un segment normal à l'onde et 

de grandeur 5 , la variation de rotation moléculaire est égale au moment 

cTun de ces segments par rapport à t extrémité de Vautre. 

Ou, si Ton veut, la variation de rotation moléculaire s^obtient en fai- 
sant tourner d'un angle droit, dans le plan tangent à Vonde la projec- 

tion du segment (X, [i, v) sur ce plan, et la multipliant par t^* 

On voit que la variation de rotation moléculaire est toujours wi 
segment tangent à la surface de discontinuité. 

W est clair qu'on écrirait sans difficulté des formules analogues à (70), 
pour les variations des dérivées dep, q^ r dans les discontinuités d'ordre 
supérieur à 2. 

115. — La direction d\ine discontinuité est celle du segment (X, (x, v) 
qui la caractérise, direction que nous savons être aussi celle des segments 

Xj, [X,, V,), ... (X„, |A„, V„). 

Si cette direction est normale à la surface d'onde S, considérée dans 
l'état actuel, la discontinuité sera dite longitudinale ; si elle lui est tangente, 
la discontinuité sera dite transversale. 

Il résulte des formules obtenues ci-dessus qn^une discontinuité longitu- 
dinale est sans influence sur la rotation moléculaire et qu'wnc disconti- 
nuité transversale est sans influence sur la densité. 

116. Signe d'une discontinuité. — Etant donnée une discontinuité 
d'ordre quelconque ayant lieu à l'instant t, imaginons qu'à partir de cet 
instant, chaque molécule continue à se mouvoir avec la même vitesse et la 
même accélération initiales, autrement dit, qu'on rende ces vitesses et 
ces accélérations continues par rapport au temps. 

Comme il a été remarqué au n^[90^ le mouvement fictif ainsi obtenu 
ne vérifierait plus, en général, les hypothèses énoncées aux n®' 44-46. 
Ou bien les deux milieux partiels 1 et 2 pénétreraient l'un dans l'autre ; ou 
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bien, au contraire, ils s'écarteraient Tun de Tautre et cesseraient d*ôtre 
contigus. 

Dans le premier cas, la disconlinuilé considérée sera dite positive ou 
comprimante ; dans le second, négative ou dilatante. 

D'après celte déGnition, le signe d'une discontinuité n*cst pas modifié 
lorsqu'on intervertit les rôles des deux régions qu'elle sépare. Il changerait 
si l'on renversait le mouvement, c'est-à-dire si Ton substituait les instants 
antérieurs aux instants postérieurs et inversement (ce qui revient à changer 
le signe de t dans les équations du mouvement). 

11 est évident, d'après ce que nous avons dit au n** 04, que le signe en 
question est lié au sens de la diiïérence qui existe entre les deux valeurs 
de la composante normale de la vitesse ou de Tune des accélérations suc- 
cessives. Pour obtenir la forme exacte de cette relation, il suffit de reprendre 
les raisonnements présentés en cet endroit. 

Soient S^ la surface limite du milieu 1 (laquelle coïncide à l'instant 
donné t^ avec la surface de discontinuité S) dans notre mouvement fictif, 
(a?,, y,, z,) un quelconque de ses points ; 

(71) ?(^nyi.-„o = o 

son équation. 

Convenons, pour fixer les idées, que le milieu 1 sera situé, par rapport à 
cette surface, du côté «p < 0. 

Soient encore S^ la surface limite du milieu 2 ; (a?^, y^» z^) celui de ses 
points qui, à l'instant tQ, coïncide avec (a?,, y^, Zi), ce point étant égale- 
ment supposé animé de notre mouvement fictif. Il y aura pénétration des 
deux milieux, si l'on a, pour t = t^ -{- t, 

(72) ? (^2. 2/2» -3^3, < 0- 

Il suffit, pour cela, que la dérivée du premier membre, si elle ne s'annule 
pas pour « = ^0» soit négative. Comme le premier membre de l'equalion (71) 
est supposé identiquement nul, ceci donne (comparer Téquation (46)) 

w sBî]-g[|;]-3[if]!<o. 

Mais © étant supposé négatif du côté de la région 1, *-^, -^, ^ ont les 

oco ^y ^s 

signes des cosinus directeurs de la normale à S dirigée^vers la région 2 : 
donc rinégalité (78) exprime que, dans le passage de la région i à la 
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région 2, la composante normale de la vitesse augmente d*u 
dirigé vers la région 1 . 

Si au contraire le changement de connposanle normale de 
lieu vers la région 2 quand on entre dans cette dernière région* 
ç(â?ji yj, <sr„ t) sera positive à l'instant t^ -t- «, et par conséque 
(^8* ^8» ^i) 86ra extérieur à la nouvelle position occupée par le 
cet instant. En un mot, la discontinuité sera dilatante. 

Si maintenant, la composante normale de la vitesse restani 
rinégalilé (73) est remplacée par une égalité, il faudra exprii 
dérivée seconde de ^{x^, y^, z^, t) est négative. A cet effet, 
comme au n^ 94, qu'à différentier deux fois l'équation (7! 
galilé (72). Dans le cas où la vitesse elle-même (et non plut sei 
composante normale) est continue, on obtient ainsi évidemr 
parer l'équation (47)), pour une discontinuité comprimante, 

SBS]-3[I»]-3[IS]<» 

et, pour une discontinuité dilatante, 

Celles-ci expriment les mêmes conditions que tout à Theure, 
vitesse est remplacée par l'accélération. 

Si cette dernière, à son tour, était continue, il sufGrait de la 
par l'accélération du troisième ordre ; et ainsi de suite. 

1 19. — Les considérations précédentes subsistent (ainsi qu 
utile, pour la suite, de le remarquer) qu'il y ait ou non compati 

11 n'y a, bien entendu, pas lieu de parler des discontinuités st£ 
qui, d'après ce qui précède, ne sont ni comprimantes, ni dilatai 

S'il y a compatibilité, on peut donner au résultat une forr 
différente. 

Prenons, pour Gxer les idées, le cas du [premier ordre : la dif 
deux vitesses normales est égalera — 6, multiplié par la compc 

raaie du segment (X, ji, v). Or cette dernière est égale à — — i. 

Donc, la discontinuité est dilatante ou comprimante, suivant < 
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pagalion se fail vers la région la plus dense ou vers la région la moins 
dense. 

Dans une discontinuité du seeond ordre, ce n'est plus la vitesse, mais 
l'accélération qui est discontinue. De même, si la discontinuité est d'ordre n, 
elle portera seulement sur l'accélération d'ordre n et son signe dépendra par 
conséquent» de celui qu'aura la composante normale du segment (X„, }!„, v„). 

D'autre part, considérons les dérivées successiveâ de la densité par rapport 
au temps. Les n — 2 premières d'entre elles sont continues : pour la 
n — !*«•, on a (n* HI) 



rôn-Mogi] 

L Sf-' J 



= (Xa -+- [ip + vy) (— e)"- 
ce qui, d'après les formules (58), peut s'écrire 



ra-jogil , 



La discontinuité sera comprimante si la parenthèse du second membre 
est négative, c'est-à-dire si la propagation se fait vers la région oit la 
dérivée n — i^"^ de la dilatation par rapport au temps est la plus 
grande. 

118. — On peut rattacher aux considérations précédentes certaines 
remarques simples relatives au dédoublement d'une discontinuité. 

Considérons, par exemple, une discontinuité du premier ordre compri- 
mante. Supposons qu'il n'y ait pas compatibilité, mais que le dédoublement 
ait lieu en deux ondes seulement, et que, de plus, ces deux ondes se pro- 
pagent en sens inverses. Il est clair que l'une au moins d'entre elles devra 
être comprimante. Pour celle-ci, la propagation se fera vers la région la 
moins dense et, par conséquent, Vétat intermédiaire qui prendra nais- 
sance entre les deux ondes sera plus condensé que Vun au mx>ins des deux 
premiers, 

II sera, au contraire, moins condensé que l'un au moins d'entre eux si la 
discontinuité donnée est dilatante. 
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§ 4. — ÉTUDE DES DISCONTINUITÉS {SuU 
CONDITIONS DE COMPATIBILITÉ D'ORDRE SUPl 



110. — Nous avoQS, dans ce qui précède, étudié u 
d'ordre n au point de vue de ses effets sur les dérivées d 
relations cette discontinuité enlraine-t-elle entre les variât 
d'ordre supérieur à n (en supposant que celles-ci prenr 
premières, des valeurs déterminées de chaque côté de Ton 

Ces relations sont notablement plus compliquées que les 
ne les formerons que dans les cas les plus simples. 

Considérons une discontinuité du premier ordre et 
dérivées secondes. Nous avons trouvé, pour les conditions 
variable x 

(88) \Z\^V.. [|]=V., [|] = 

(") pl] = V. 

dont les trois premières proviennent des conditions idenl 
des conditions cinématiques de compatibilité. 

Nous supposerons, pour fixer les idées, que /* représente 
cette fois) la distance du point a, 2>, c à S^. Dans ces conc 

vons rémarquer que g^^» g^^. g^^, dérivées par rapp 

cosinus directeurs de la normale à la surface f= const. se 
que /) sera donné sur toute cette surface. 11 en sera de méi 
des dérivées secondes de /"par rapport à a, b, c. Toutes c( 
donc connues lorsqu'on donnera S^ et les premiers mem] 
(36), (74). 

Nous composerons avec elles les formes différentielles 

' /; (da, db, de) = f^da-^ fb db •+■ fc de, 
r, {da, db, de) =^^da + gg^ db + gl de, 
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et nous considérerons également les formes analogues conlenant les varia- 
tions des dérivées de x 

^^ [ î, (da, dt, de) --= ([y da + [â] db + [IJ dcj. 

(^?,ida,db,dc) = \J^ da + [If J db + [;ljj rfc. 

Formons d'abord les conditions identiques. Diiïérencions deux fois 
Téqualion [ce] = const. sur la surface So : nous voyons que l'on doit avoir 

moyennant les relations 

(77) f^ = /^da^fbdbH-/cdc = 
et 

(78) /, H- fa d'à -t- ft d'b -H /, d'c = 0. 

En vertu des relations (36), ceci revient à dire que Téquation (77) 
entraîne Ç, — X/^ = 0. 11 faut, pour cela,qu'il existe un polynôme linéaire 
Ada 4- Bdb -+■ Cdc tel que Ton ait. quels que soient da, db, de, 

(79) î, = If, -f- 2/, (Ada -H Bdb + Cdc). 

Différencions également sur S^ la première équation (36) : la différen- 
tielle de / est 
oa 

oa^ oaob oaoc 2 ^((fa) 

et de même la différentielle de 1 g- 1 est ^ w;jH- On a donc 

2 0(^0)"-^"^^ "^5 ô(^^- 
Mais en dérivant par rapport à da, Tidentité (79), on a (puisque f^ = 0) 
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la corn para isoa de ces deux formules donne 

(80) dk = Ada + 8^6 -h Cdc (sur So). 

Les formules (79) et (80). ainsi que les formules anal 
h y, z (lesquelles introduiraient six autres coefGcienisauxili 
à A, B, C) sont les conditions identiques. 

120. — Passons aux conditions de compatibilité. Nou 
effet, compléterle calcul précédent, d'une part en différentiai 
sur Sq, d'autre part en utilisant (74). DîfTérentiant d'abord 
sur Sq, il vient 

^\ = f,dX 4- X/\ = lt\ -I- f, {Ada H- Bd6 -h ( 

Ceci devant avoir lieu pour toutes les valeurs de da^ db, 
la condition (77), on a, en introduisant la quantité auxilia 









Faisons maintenant varier a, b, c, t sur 8^» nous devr 
plus (77), mais 

La première équation (36), différentiée dans ces nouve 
donnera (d'après (81)) 

Remplaçons J, par son expression (79) et tenons compte 
avons, toutes réductions faites 

(8O0 Ada -*- Bdb -4- Cdc 4- Wdt = dl (sur 8,] 

Si nous supposons connues les variations brusques desd^ 
de X, tout est connu (grâce aux équations (79) et (81)) di 
membre de (80'), et nous avons par là la variation inGi 
lorsque le temps varie. 
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Reprenons enfin l'équation (74^ pour la ditTéren lier sur S^, ce qui donne 
(en tenant compte de (80')) 

î'i + fô] dt = A [kda 4- làdh + Cdc -h Vdt) -t- X (j\ 4- 3-^{ dt\ 

Remplaçons î', par sa valeur tirée de (81) et tenons compte de (7T) : il 
ne reste que les termes en dt, qui donnent 

Supposant toujours connues les dérivées secondes de x^ cette formule 

nous fait connaître k-4, c'est-à-dire le mouvement delà surface d'onde aux 

éléments infinitésimaux du troisième ordre près. Mais on aurait également 

k4 par les équations analogues correspondant à y et 2r. En égalant entre 

elles les expressions ainsi trouvées, on a deux nouvelles conditions de 
compatibilité. 
Si Ton pose 

(83) I = ([sa] ^« ^ [â] ^^ ^ [i] ^' "^ [lî\ ^) ^ 

F, = ^ -+- /; fl?^ 

les résultais précédents se résument dans Tidentité 

(790 ^2 = ^^2 H- 2 F, [kda -+- Brfè -+- Cdc -*- X'rf/). 

121. Conditions du troisième ordre. — Adjoignons maintenant aux 
formes (75), (76) les suivantes 

/;' = (lda+ldb + l dcY i{= j;4 rfa« + .... 
'* \oa ùb oc / ot oa^ùt 

f. = dé ■" * \à "' -^ [y *)'s = [s^j *■ -^ •••• 
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DifférentioDs trois fois, sur Sq, la relation [x] = : il vient 

-[£] "^-^ [S] ■^' +[!]''■'=»■ 

cela moyennant les équations (77), (78) el 

(84) V^ ^ 2 \ô (ia) "^ "* + ^db) "^ ^ ^ ô(rfc) "^ V 

l -\- fad'a 4- ftd'b -h /:.^c = 0. 

Les diiïérenlielles troisièmes s*élîminent immédiatement par le 
tions (36) : remplaçant î, par sa valeur (79), nous avons la relatic 

$3 = X/3 -f- 3/, {Ada -*- Bdb -+- Cdc) 

laquelledoit subsister moyennant (77) : autrement dit, nous pouvoi 

(85) $3 = X/; -+- 3/, (Ada -h Bdb -f- Cdc) ■+- 3/i'^, 

4'j(c?tf, db, de) étant une forme quadratique en da, db, de. 

Pour avoir la signiQcation de^^' considérons Téquation (79) qui 
identité par rapport à da^ db, de. Changeons y da, db, de en d'à, < 
puis différentions sur S^ (sans faire varier d'à, d'b, d'à) : ceci donn 



3 \à{d'a) d{db) d{de) J 



2) d{d'b) d{d'e) 

= /; (d'à, d'b, d'e) (Ada -h Bdb -h Cdc) 

4-2/', {d'à, d'b, d'c) {dk d'à + dBd'b 4- dCd'e) 
^{^d'a^^d'b^^d'c)[^^d'a^ -^^^^^^^^ 

Si nous remplaçons $3 par sa valeur (85), le polynôme /*, {d'à, ( 
vient en facteur et l'équation se réduit à 

dA d'à + rfB d'b + rfC d'c = l (0-^ d'à + -^^-^ d'b + ^-^^^- 

d'à, rf'6, d'c étant arbitraires, on a 
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peut déduire la valeur de d^l (en verlu de (80)) 

conditions identiques^ nous obtiendrons les conditions de 
différentiant, sur Sq) boules les conditions (79) à (82). 
calcul d'un coup en introduisant les expressions (83) et 



t 4- 









hdb^tdc-^^^ dt\ f. 



\ alors récrire les formules précédentes en remplaçant 
is /"par des F, et introduisant des termes en c?^ c?^<, c?'/, 
existe en rfa, c?6, rfc ; rf*a, rf^6, rf*c ; rf'fl, d^b^ d^c. De 
;iié (85) sera remplacée par 

j 4- 3 Fj [Xda 4- Bdb -+- Crfc 4- l'dt) + 3 F^ ^'j, 

le quadratique en da, db, de y dt, 

ï de la formule précédente avec (85) montre que, dans ^'j, 

lante de dt n'est autre que 4^2 • on pourra poser 

= ^,^2dt (A'da 4- Wdb 4- Gdc) 4- XV^». 

à suivre la marche exposée tout à l'heure, on verra que 
complètes de A, 6, C, V sur So sont 

2ù{da) 2i>{da) 

: - i Jl'îl - 1 -^ ^. c'rft 

' = ^ S ^ ^'^^ "^ ^'^^ "^ ^'''^ "^ '"'" 

iparer (87)), 

,rf»a + Bd«6 -+- Crf^c + l'dH = d^X (sur Sj). 
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£nGn, si on égale, dans (85'), les coerficîents des diiïérenles p 
de dit on a, outre l'îdentilé (85), les relations 

i $'2 = ¥2' ^- ^^'fi -+- 2/-/ (Ada 4- Bdb -+- Cdc) -^ /] 

l -+- 2^ [A'da -h Wdb -^ Cdc), 



m-'^'U 






a/3 



Etant donnée, à V instant t, la position de la surface de dîsconlîi 
différentes formules et leurs analogues relatives à y, s, permetiroi 
culer, en fonction des variations brusques des dérivées premières, 
et troisièmes des coordonnées, les paramètres A', B', C, V et leurs ai 
On pourra même, entre elles, éliminer ces quantités, de manière 1 
des conditions de compatibilité. EnGn, la dernière des formules 

connaître v;^ , c'est-à-dire Taccéléralion du troisième ordre de li 

or 

d'onde, et on aura deux autres conditions de compatibilité en é 
valeur ainsi trouvée à celle qu'on déduirait des équations analogi 
lives h y eik z. 

122. Si ces conditions n'étaient pas remplies, la surface de 1 
nui té du premier ordre pourrait rester unique. Hais il s'y ad 
nécessairement au moins une onde d'ordre supérieur, se séparai 
première aux instants voisins de celui que l'on considère. 

123. Cas d'une onde du second ordre. — Proposons-nous i 
trouver les conditions du troisième ordre dans une discontinuité di 

C'est à quoi nous pourrions arriver par des calculs ^analogue 
que nous venons de faire ; mais nous pourrons aussi déduire ce 
du précédent : car on obtient une discontinuité du second ordre en 
dans les formules (79) et(79')> ^ = (les quantités analogues (x e 
également nulles]. 

Les conditions du second ordre devront alors coïncider avec c< 
n^S5| 86^ 103. C'est en effet ce qu'il est aisé de constater : il 
remarquer que, d'après la relation (80'), \da -h Brfô -f- Ode -f- 
s'annuler moyennant la condition (77'). On peut donc écrire 

(90) A = ^/„, B = ^/L, C = \f., ^^' = \n 
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u, X n'est plus la quantité que nous avions désignée tout 
nom et qui est ici nulle). La relation (79') devient alors 

e résultat trouvé au n* 103. 

naintenant l'expression ^\ qui figure dans les conditions 

Ire. D'après (87'), celte expression doit être telle que 

\r, -h Ad'a -h Bd'h -h Cd'c -+- VdH = d^l 

nant les relations F, = et 

F, 4- fad'a 4- fbd'b -+- f^d'c -+- ftdH = 0. 

leurs (90) de A, B, C, V, ceci donne 

= I F, 4- F^ {A,da -h B,db -h C^dc + l\dt), 

ésignant de nouveaux paramètres. 

(86') se réduisent alors loules trois (puisque par exemple 

rfX = A, rfa -+■ B, db -h C, de + V, dl 
85), (85'] deviennent 

3XF,Fj + 3FJ (A.rfa + B^db -^-C^dc-h X', dt), 

3X /i/; -I- 3/;* (A, da -h B, rfô -t- C, de) 

¥.A + 2 A [ÀA' -H /; (A, rfa + B, rf6 + C, de)] -h /;»x', 

A./-.^ + 2X/;|C^ + /à(x|-f+2X'./,) 



3/"'(^sy+^'./;)- 



i ne donnent naturellement plus vr, , mais seulement k^> 

nsles deux dernières et, par conséquent, peut se tirer de six 
enles (en comptant celles qui correspondent à y et z), 
départ entre les conditions identiques et les conditions de 
t différent de ce qu'il était dans le cas précédent. La condi- 
Il effet, donnée, et fournit par conséquent, des conditions 
ieu de faire partie des conditions de compatibilité. 
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LA MISR EN ÉQUATION DU PROBLÈME DE L'HYDRODYNAMIQUE 



§ 1. LES ÉQUATIONS INTERNES ET LA CONDITION SUPPLÉMENTAIRE 



124. — On sait que les équations de THydrodynamique se déduisent 
de celles de THydroslalique par application du principe de d'Alembert. 
Cette déduction, sur laquelle nous n'avons pas à insister ici, conduit comme 
il est bien connu aux équations suivantes 

(1) ;Y=^4y-f.i!^. 

où les symboles ^, 8 ont la même signification qu'au chapitre II. Les quan- 
tités u = ^y V = iM , w =?T désignent les composantes de la vitesse, 

§3/^ 8u 

de sorte que j-^, par exemple, est égal à ^;réquation (18) du chapitre II 

permet encore d'écrire 

8^ ÔJ5 ôu; ^t^ 5u, 1^ 

Haoamàbo 9 



Digitized by 



Google 



J30 CHAPITRE lU 



La quantité p, qui est la densité, s^exprime par les équations (3) et (3') 
du n** 47, soit ici 



(3) 22 = 



ùx ox Sa? 

ââ 86 ^c 

'8y Oy 8y 

8a 66 oc 

«s •> > 

02 OZ <^Z 

oa o6 oc 



Les équations (1) et (3) (après que Ton aura exprimé '^' ^' ^ ^ l'aide 

des dérivées partielles de p, a?, y. z par rapport à a, b, c), jointes à une 
équation supplémentaire qui resfe à former, sont celles qui détinissenl les 
quantités inconnues a?, y, z, p, p en fonction de a, 6, c, t. Maison sait qu'il 
est le plus souvent avantageux de substituer à ce mode de mise en équation, 
qui est celui de Lagrange, la mise en équation d'Euler dans laquelle a, b, c 
ne figurent pas, les variables indépendantes étant x, y, z, t les fonctions 
inconnues p, p, et les composantes u^ v, w de la vitesse. 

Dans cette manière d opérer, les équations (1) seront remplacées par les 
équations (2), et quant à Féquation (3) qui définit p, elle sera remplacée 
par Téquation 

^^ It'^ ^ dy '^ bx 

formée au n' 62. Cette dernière, qui est dite équation de continuité, 
n'est donc autre que celle qui exprime la conservation de la masse. 

185. — Les équations (1) et (3), s'il s'agit de la forme de Lagrange, 
(2) et (4) s'il s'agit de la forme d'Euler. sont en nombre insuffisant pour 
déterminer les fonctions inconnues, puisque celles-ci sont au nombre de 
cinq, et il est en effet nécessaire de leur adjoindre une cinquième équation 
dite condition supplémentaire. Cette dernière condition est celle par 
laquelle intervient la nature physique du fluide, sur laquelle il n'est rien 
supposé dans la formation des équations écrites jusqu'ici. 

Pour les liquides (supposés parfaitement incompressibles) cette équation 
est 

p = constante. 

En ce qui concerne les fluides compressibles, la formation de la condi- 
tion supplémentaire comporte plus de difficulté. On sait que l'on considère 
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alors le fluide comme caractérisé, au point de vue physique, par une rela- 
tion de la forme 

(5) F (p, p, T) = 

entre la densité p d'une portion de fluide, la pression p et la température T. 
Par exemple, pour les gaz parfaits, cette relation est 

(5') ^ = constante. 

Celte relation fournit la condition supplémentaire cherchée si Ton connaît, 
d'autre part, la loi suivant laquelle varie la température. Lorsqu'on 
suppose celle-ci constante, ainsi qu'on l'avait fait jusqu'à Laplace, la con- 
dition supplémentaire est donnée par la loi de Mariolte 

(6) - = constante, 

Si au contraire — et les recherches sur la vitesse du son ont prouvé que 
cette hypothèse était bien plus près de la réalité que la première — on 
admet que le gaz a une conductibilité nulle, de sorte que les dégagements 
ou absorptions de chaleur produits par la contraction ou la dilatation de 
ses différentes parties servent uniquement à échauffer ou à refroidir les 
molécules même qui en sont le siège (contraction ou dilatation adiabatique)^ 
on constate que la relation (6) doit être remplacée par la suivante 

(7) ~ = constante 

m étant un coefficient constant (le rapport des deux chaleurs spécifiques 
du gaz). 

126. — On doit noter une différence essentielle qui sépare l'équation 
(7) des équations (5') et (6). La constante qui figure au second membre 
de (5') est une constante absolue, connue a priori pour un gaz de nature 
donnée. C'est, à un facteur constant près, ce que l'on nomme souvent la 
densité de ce gaz, c'est-à-dire le rapport du poids d'un volume quelconque 
de fluide au même volume d'air dans les mêmes conditions de température 
et de pression. 11 en est de niême pour celle que renferme l'équation (6), 
si l'on donne la température. Au contraire, la constante qui s'introduit 
dans réquation (7) est une constante d'intégration, qui dépend de l'état 
primitif à partir duquel le fluide a varié adiabatiquement. Si cet état était 
unique pour toute la masse, il en est de même pour la constante en question. 
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Mais il nVst nullement nécessaire qu'il en soit ainsi : dans le cas contraire, 
le second membre de l'équation (7), indépendant de /, est une fonction de 
a, h, c. 

lïT. — Mais l'une et l'autre des formules (6) et (7) présupposent la 
relation (5). Or l'existence même de celle-ci n'est pas sans soulever quel- 
ques objections en Hydrodynamique. Elle est, il est vrai, indubitable (du 
moins dans les conditions où se place l'Hydromécanique rationnelle) toutes 
les fois qu'il y a équilibre, et, par exemple pour les gaz parfaits, la relation 
(5) a été établie par une série d'expériences dans lesquelles on a comparé 
entre eux divers élats d'équilibre d'un même gaz. Mais aucune expérience 
analogue n'a pu être instituée pour vérifier cette même relation dans des 
gaz en mouvement plus ou moins rapide. 

Il n'est donc pas établi, dans ce dernier cas, que l'équation (5') conserve 
sa forme. M. Bjerknes (*) a même étudié l'hypothèse où celle relation serait 
modifiée par des termes correspondant au mouvement, c'est-à-dire conte- 
nant les vitesses ou les accélérations. 

Un raisonnement ayant pour but d'établir, au contraire, que la relation 
(5') subsiste dans tous les cas a été présenté par M. Duhem (*) : il consiste 
à ramener ce fait à une hypothèse relative à la forme de la quantité 
nommée potentiel thermodynamique. On nomme ainsi une grandeur ^ 
permettant l'application du principe des vitesses virtuelles lorsqu'on tient 
compte des changements de température et de pression, de même que la 
fonction des forces permet d'écrire d'une manière simple ce même principe 
lorsqu'on reste dans le domaine de la Mécanique classique. 

Ce potentiel thermodynamique se compose du. potentiel des forces exté- 
rieures augmenté d'une partie complémentaire nommée potentiel thet*mo- 
dynamique interne. 

M. Duhem admet que ce dernier a une expression de la forme 



/// 



p4> dx dy dz 

où 4> dépend de la densité et de la température : que ce potentiel est, par 
conséquent, fonction de la position du milieu, mais non des vitesses ou des 
accélérations de ses points. 

(ï) Acla Mathematica, tome IV, p. 121-170. 

(*) Cours de Physique mathématique ^ Hydrodynamique ^ Élaslicitéy Acoustique, 
tome I ; Paris, Hermann^ 1891. 
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Od oblient les équations d*équilibre du fluide en écrivant que la varia- 
tion du potentiel thermodynamique total est nulle ou positive pour toute 
modification inGniment petite, compatible avec les liaisons. 

En prenant, pour la modification en question, successivement chacune 
de celles qui ne font varier la densité en aucun point et qui n'interrompent 
pas la continuité, on démontre l'existence d'une fonction p y continue en 
chaque point, par l'introduction de laquelle les équations classiques de 
THydrostatique sont vériûées. 

En introduisant une modification qui creuse une cavilé, on obtient la 
condition p > 0. 

En considérant, enfin, une modification qui fait varier la densité, on 
arrive à la relation 

» = 0* — 
^ ' ôp 

et cette relation est bien de la forme (5'). 

128. — Si maintenant, au lieu des équations de lequilibre, on veut 
écrire celles du mouvement, le principe à appliquer, en vertu dos lois gé- 
nérales do la Thermodynamique, est celui de Hamillon (le potentiel ther- 
modynamique remplaçant la fonction des forces). 

Or Tapplication de ce principe conduit au même résultat que celle du 
principe de d'Alembert, savoir aux équations (1), la formule (5') subsistant 
dans le cas du mouvement comme dans celui de l'équilibre. 

189. — L'équation (5') étant ainsi admise en vertu de ce qui préfvde, 
l'équation (7) en résulte-t-elle forcément dans le cas de la compression ou 
de la détente adiabatique? 

Une objection toute semblable à la précédente se pose à cet égard. Les 
raisonnements qui permettent de passer de Tune de ces relations à Tautro 
reposent, en effet, sur l'étude de la chaleur spécifique des gaz, à savoir sur 
la formule 

(8) ^Q = C ^ c^v H- c ^- dp 

qui représente la quantité de chaleur dégagée dans une modification infi- 
niment petite, en fonction de la variation dv du volume et de la variation dp 
de la pression. Or, les valeurs des chaleurs spécifiques C et c ont été établies, 
comme celles des coefficients de dilatation, par des expériences sensible- 
ment statiques, c'est-à-dire oùles m ouvements de la masse gazeuse à étu- 
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dier étaient exlrèmemenlpeu rapides, ou par des expériences dans lesquelles 
les vitesses de ces mouvements étaients mal connues (expérience de 
Clément et Desormes). La même formule reslera-t-elle valable dans le cas 
général de THydrodynamique ? 

La Thermodynamique permet de répondre à cette question. H suffit, à cet 
eQet, de partir de Téquation fondamentale qui exprime le principe de Féqui- 
valeuce 

(9) dX — r, dl.m\^ = EdQ 4- d\] 

OÙ d% représente le travail des forces extérieures appliquées au système, 
2m V* la force vive, E l'équivalent mécanique de la calorie, c?Q la quantité 
de chaleur dégagée, U l'énergie interne, c'est-à-dire une certaine fonction 
de l'état interne du système. 

Les forces extérieures appliquées à une masse gazeuse seront de deux 
sortes : i° les forces appliquées aux éléments de masse, telles que pesanteur, 
électricité, etc. ; 2*^ les pressions extérieures, appliquées ù la surface. 

Le travail élémentaire de ces dernières sera 



•/y* 



(10) dl, I I p\_u ces [n,x) -h V cos {n,z) -\- w cos («,^)] dSy 

dS étant l'élément de surface limite, n la normale à cet élément ; u, i\ tr, 
comme précédemment, les composantes de la vitesse. Le premier membre 
de 1 équation (9) s'écrira donc en désignant par dX^ le travail de la pesan- 
teur et autres forces de la première catégorie 



'//*■ 



\dXQ-\-dt I I p[ucos{n,x) -^-vcos(n,z) -\-tvcos{nfZ)']dS 
lll) • 

/ -_ J dlmY' = EdQ + dV. 

Dans les conditions où Ton s'est placé pour mesurer expérimentalement 
les chaleurs spécifiques des gaz, le travail dXo est négligeable. Il en est 
de même de la force vive, les vitesses étant insensibles. Comme l'intégrale 
double (10) représente, pour^ constant, la quantité pc^*^, où rf^ est la 
variation de volume, la formule précédente s'écrit 

(12) dQ = l [pdV - dVy 
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Il est claîr que c'est cette formule qui fait connaître la chaleur dégagée 
dans un changement de volume ou de pression quelconque et que, par 
conséquent, son second membre coïncide avec la quantité (8). 

Plaçons-nous maintenant dans le cas général et partons des équations (1) 
du mouvement. Multiplions respectivement ces équations par udt, vdtywdt 
et ajoutons : multiplions encore par p dx dy dz et intégrons dans le volume 
occupé par notre fluide. Au premier membre, nous obtiendrons le travail rf^^. 

Quant à la quantité 

elle est (en vertu des relations ^ = -;^- » ^/ = k-» \:, = -«î^ ) la difTé- 

rentielle de la demi-force vive. Le dernier terme obtenu au second mem- 
bre peut s'écrire 

\ C C 

— ^M / / pC^cos (n, x) -^-v cos (n, y) -\- w cos (n, z)\ d% 

\^x ày àz J ^ 



■///■ 



en vertu du théorème de Green. La formule (11) devient donc Onalement 



dz. 



La quantité 

,. /bu , bV , bw\ , , , 

représente, comme on sait, le changement de volume d'^ subi pendant 
rinstant dt par l'élément de masse pdx dydz. Donc la quantité de chaleur 
dégagée par cet élément sera 

c?Q = g {pd^ - rfU), 
dM étant l'énergie interne de cet élément. 



Digitized by 



Google 



136 CHAPITRE in 

Nous retombons donc, m&medans le cas du mouvement, sur la formule 
(12). Celle-ci est bien, dès lors, indépendante des vitesses imprimées au 
Huide, ainsi que nous l'avions annoncé. 

130. — On doit toutefois remarquer que notre raisonnement exclut la 
possibilité de variations brusques dans la vitesse, autrement dit de perçus- 
sions s'exerçant dans Tintérieur de la masse. Celte supposition est en effet 
nécessaire pour écrire la relation 



d\^m\^ = dt 



lia/ ^2 /\2 /Î2 \ 



qui exprime la variation de la demi-force vive. 

La relation en question est manifestement analogue au théorème Jers 
des forces vives et Ton sait que, dans la théorie des percussions, on est 
amené à remplacer le théorème des forces vives par une lelalion de forme 
différente, le théorème de Carnot. 

Il est clair, d'ailleurs, que toutes les considérations précédentes sont rela- 
lives au cas où de telles percussions n'existent point. En particulier, lors- 
qu'elles se produisent, il n'est plus vrai, ainsi que nous aurons l'occasion 
de le remarquer plus loin, que la pression reste continue. 

131. — Lorsque le fluide considéré ne sera ni un liquide incompres- 
sible ni un gaz parfait, la relation (5) continuera néanmoins à exister si 
l'on adopte Thypothèse de M. Duhem ; mais elle aura une forme différente 
de (5'). Elle achèvera de déterminer les équations internes du mouvement 
si l'on se donne en outre a priori, comme on doit toujours le faire, la ma- 
nière dont varie la température. Dans le cas où celle-ci reslera constante, 
la relation (5) prend évidemment la forme 

(13) F(p.p) = 0. 

Il en sera de même, ainsi qu'il résulterait de raisonnements tout sem- 
blables aux précédents, pour le cas de la détente ou compression adiaba- 
tique, si la vitesse reste continue. 

Nous n'avons rien à dire de général sur la forme analytique des relations 
ainsi obtenues. Mais elles satisfont toutes à une condition d'inégalité 
commune : La pression est une fonction croissante de la densité. Autre- 
ment dit, en augmentant la pression subie par le fluide, on diminue son 



Digitized by 



Google 



LA MISE EN ÉQUATION DU PROBLEME DE L HYDRODYNAMIQUE 137 

volume. Celle condition exprime la stabilité de l'équilibre interne du 
milieu (^). 



§ 2. — INTERVENTION DES CONDITIONS AUX LIMITES 



132. — Le mouvement d'un fluide quelconque est déterminé, d'une 
part par les équations internes telles que nous les avons écrites dans ce qui 
précède, d'autre part par les conditions initiales, enfln par les conditions 
aux limites. 

Les conditions initiales consisteront à se donner, à un instant t^ à partir 
duquel on étudie le mouvement, les positions des diiïérenles particules et 
leur» vitesses. 

Les conditions aux limites seront de deux sortes. Le fluide sera, sur tout 
ou |iarlie de sa surface, en contact avec des parois solides dont nous suppo- 
serons le mouvement donné. Nous aurons donc à écrire qu'à chaque 
instant une partie de cette surface (laquelle est, ainsi qu'il a été dit au 
n® 48, constamment formée par les mêmes molécules) coïncidera avec la 
paroi. 

S'il existe une surface libre, nous supposerons donnée sur celte surface 
la valeur de la pression, c'est-à-dire de la quantité p qui figure dans les 
équations du mouvement. 

133. — Lorsqu'on écrit, en Mécanique rationnelle, les équations diffé- 
rentielles du mouvement d'un système assujetti à des liaisons données 
quelconques, ces équations permeltent en premier lieu de calculer les 
accélérations des différents points à un fnstant quelconque, lorsqu'on se 
donne à cel instant les positions de ces points et leurs vitesses à la seule 
condition, 1° que la position donnée du système satisfasse aux liaisons; 
2° que les vitesses données dos différents points soient de celles que ces 
points puissent recevoir, à Tinstant en question, dans un mouvement 
compatible avec ces liaisons. 

Occupons-nous donc de résoudre cette question dans le cas actuel, autre- 
ment dit de calculer les accélérations des différents points à l'instant t^^ 
connaissant à cet instant \° les forces qui sollicitent lefluide, 2° les positions 



(1) Duhem, loc. cit., p. 80 83.— Voir plus loin, ch. VI, n» 272. 
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des poials el leurs vitesses, 3*» le mouvement de la paroi et la pres-ion à la 
surface libre ainsi que ses dérivées par rapport au temps. 

La question se présente de façon très différente, suivant qu'il s'agit d'un 
liquide ou d'un gaz. 

i* Cas des liquides. — Employons le système de variables indépendantes 
indii|ué au n* 01^'' (cb. Il) el composé, outre le temps t, de coordonnées 
initiales coïncidant avec les coordonnées actuelles à l'instant considéré. 

Le fluide étant supposé incompressible, la relation (13) se réduit à 

p = constante 

el ne fait pas connaître la valeur de p. Quant à la relation (4), elle se 
réduit à 

(14) '±^"^^^^.'£=.0 

OX ^J dz 

Les autres équations du mouvement, savoir les équations ^1), font 
font connaître les sommes 

^ 1 i>p or 1 dp ow 1 ôp 

Si Ton différencie la première de ces équations par rapport à a:, la 
seconde par rapport à y, la troisième par rapport à z^ qu'on ajoute membre 
à membre, on aura un résultat de la forme 

F étant une fonction connue de x, y, z à Tintérieur du volume liquide. 
Mais Téqualion (14i a lieu à tout instant a?, y, z étant les coordonnées 

actuelles à cet instant). On peut donc lui faire subir la différentiation - et 
écrire 

(16, ^ + ^ + ^ = ^ /^J^W ' C'A + '- {''-\ = 0. 
^ ' isj:ùt àydt ^za isx \àt/ ^y \o^ / i>2 \i>t J 

^ , t>w ^v t^w , , . ,. j 8w 5r ôm;,. , 

Remplaçons -7 » — » t par leurs valeurs en fonction de -ît: » v. » -vr tirées 

■^ bt àt de *■ 01 Of Of 

des relations (2) : nous aurons ainsi la valeur de --- f -v, )-+-;- (^yl-f— ( >^ ) 
^ ^ t\/*\ ol I bt/\cl / dz \ et I 

( 1 J 

\ csy \ «>.r dy ùzj i>z \ iVz? by oz / 
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et, en la reportant dans (15), il viendra 
(17) Ap=F,. 

F^ étant également connu en chaque point. 

134. — D'autre part, les coordonnées des molécules qui sont en contact 
avec la paroi ne doivent pas cesser de vérifier l'équalion de la surface de 
cette dernière. Cette équation 

/^(^,y, z, = 

dépendra ou non du temps, mais nous la supposerons connue à tout ins- 
tant. Si nous la différencions deux fois par rapport à t, il viendra 

/>ifi\ V ^^^ àf o*y ïsf 0^2 / d or i> 5y ô ^- . ^ \* _ ^ 

Dans cette relation, tout est connu sauf <r5^i s//»-«r:,-. Les quanlîlés 

pr"* ' *~ étant proportionnelles aux cosinus directeurs a, p, y ^® ^* ^^^' 

maie n à la paroi, on obtient ainsi la composante normale ;„ de Taccéiéra- 

tion en chaque point de celle-ci. 

ù^.v 8*1/ 8*5' 
Si, enfin, on remplace ^ » vrj » ^ par leurs valeurs Urées des équations 

(1), on voit que Véqualion précédente fait connaître, en chaque point de 

la paroi, la valeur de la dérivée normale ~- • 

Si le contact avec la paroi a lieu tout le long de la surface limite du 
fluide, la recherche de la quantité |} en fonction de x, y, z esl, par consé- 
quent, ramenée au problème qui a fait l'objet du chapitre I. Le problème, 
comme on Ta vu, suppose une condition de possibilité, savoir 

Il est aisé d*iiiterpréler celte condition. Elle s'obtient, en effet, en inté- 
grant, dans tout le volume occupé par le fluide, l'équation (16') ou, ce qui 
revient au môme, l'équation (16), qui lui est équivalente moyennant les 
relations (2). Or cette dernière, dérivée par rapport au temps de (14), 
exprime que la dérivée seconde par rapport à t du volume élémentaire occupé 
par une portion infiniment petite de fluide est nulle. Après intégration, elle 
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exprimera que le volume total limité par la paroi donnée a sa dérivée 
seconde nulle : condition dont la nécessité était évidente a priori (*). 

Celle condition élant supposée remplie, les considérations développées 
au chapitre I démontrent la possibilité du problème pour toutes les formes 
de récipient auxquelles la méthode de Neumannest applicable. Nous savons 
d*ailleurs que la solution est unique^ à une constante arbitraire près qui 
peut être ajoutée à la valeur de p et qui n'a pas d'inQuence sur les valeurs 
des accélérations cherchées. 

Ces accélérations sont donc déterminées. 

185. On obtiendra de même les accélérations d'ordre supérieur (pourvu 
que les expressions des forces X, Y, Z soient données à tout instant) : il 
suffira de différentier par rapport au temps les équations (1), (16'), (18) 
et de déterminer, à l'aide des équations ainsi différentiées, les dérivées 
successives de la pression, comme nous avons déterminé celle-ci par les 
équalions primitives. 

136. — Toutefois; le raisonnement précédent semble supposer que les 
accélérations cherchées sont distribuées d'une manière continue. On peut 
se demander (et les chapitres qui vont suivre montreront qu'un pareil 
doute est justifié) si l'on n'arriverait pas à une conclusion différente en 
abandonnant cette hypothèse. 

H est aisé de constater qu'il n'en est rien. Si, en effet, nous supposons 
les vitesses continues par rapport au temps, la pression p devra êlre con- 
tinue. D'autre part, il en sera de même de la composante normale de Taccé- 
léralion. Supposons, en effet, qu'une discontinuité se produise suivant une 
certaine surface. Ou bien cetle discontinuité sera slationnaire, et, dans ce 
cas, les vitesses étant supposées continues, le fait en question résultera du 
n"* 94 ; ou bien elle se propagera (^), et alors, sinon à l'instant considéré 
lui même, du moins aux instants infiniment voisins, il y aura compati- 
bilité. S'il en est ainsi, la densité ne variant pas, la composante normalede 
Ici discontinuité sera nulle, et, par conséquent, la composante normale de 
l'accélération continue. 

Or, dans la valeur précédemment trouvée de l'accélération, les seuls 
éléments inconnus sont les dérivées de la pression. Si donc la composante 

(•) II est aisé de voir que, sous l'une ou l'autre de ses formes, la condition de 
possibilité fait connaître, en fonction des positions et des vitesses, l'intégrale ffjndS 
étendue à la surface de la paroi. 

(-) En réalité, dans le cas des liquides, aucune discontinuité ne peut se propager. 
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normale de raccéléralion est continue (et que les données de la question le 
soient aussi), c'est que ^ est continue. 

Soit, d'autre part, p, la fonction continue ainsi que ses dérivées qui 
vérifie l'équation (17) et les conditions aux limites par lesquelles nous 
avons, tout à Theure, déterminé p. La différence p — jo, est une fonction 
harmonique en dehors des discontinuités et qui, au passage de celles-ci, est 
continue ainsi que sa dérivée normale. Elle est donc, d'après une remarque 
rappelée au n» l, harmonique dans tout le volume occupé par le liquide 
el, comme elle est, en outre, déterminée par des données à la frontière 
nulles, on voit bien quep est identiquement égal à pj. 

Bien entendu, ainsi que nous l'avons dit plus haut, ce qui précède 
suppose qu'il n'y ait pas de discontinuité dans les données de la question, 
à savoir dans les composantes des vitesses et dans leurs dérivées par rapport 
à X, y, z. L'hypothèse contraire sera examinée plus loin (ch. V). 

13T. — Supposons maintenant que le liquide ait une surface libre. 

Sur celle-ci, on ne connaît plus ^ ; mais nous supposons qu'on donne en 
chaque point la valeur de p. 

Nous sommes donc ramenés, cette fois, au "problème mixte posé aux 

n°» 38-41^" : p est donné sur la surface libre, ," le long de la paroi. 

Il est donc certain que la solution du problème est unique ; mais il res- 
terait à démontrer qu'il en existe assurément une. 

Les remarques qui viennent d'être faites aux deux numéros précédents 
continuent d'ailleurs à s'appliquer. 

138. — Par contre, les conditions précédentes perdent leur valeur si la 
pression, déterminée comme nous venons de le dire, devient négative. La 
solution correspondante devient, dès lors, inadmissible. 

Comme la condition p > est (n** 12*7) destinée à assurer l'équilibre 
(et par conséquent, dans le cas du mouvement, l'équilibre après introduc- 
tion des forces d'inertie) contre une modification virtuelle dans laquelle des 
cavités se creusent, c'est une telle modification qui se produira dans l'hypo- 
thèse actuelle. 

Nous n'entreprendrons pas la discussion générale des cas de cette espèce. 
Elle serait fort difficile si Ton voulait tenir compte de toutes les circons- 
tances possibles, au lieu que, dans celles qui se présentent pratiquement, 
la solution est, en général, simple. 
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139. 2° Cas des gaz. — Si maintenant nous passons au cas des fluides 
compressibles, la relation (13) sera résolue par rapport à p. Comme la 
valeur de la densité en chaque point est une des données du problème, 
puisqu'on connaît les positions des diverses molécules à Finstant donné en 
fonction de leurs positions initiales, on voit que, contrairement à ce qui se 
passait dans le cas précédent, p est directement connu en tous les points. 

Dès lors,les équations du mouvement font connaître toutes les accélérations. 

Mais aux points situés sur la surface limite, ces accélérations doivent 

vérifier la condition (18). 11 faudrait donc que la valeur (donnée en fous 

les points) de -J^ fût précisément celle qui vérifie cette relation, les compo- 
santes de l'accélération élant calculées comme il vient d'èlre expliqué. 

Or il n'y a aucune espèce de raison pour qu'il en soit ainsi. Lors môme 
que cette concordance se serait présentée dans les instants qui précèdent 
celui que nous considérons, elle pourrait disparaître dans les instants 
suivants par un changement apporté à l'accélération normale de la paroi. 

Il y a donc contradiction, 

140. — Cette contradiction se retrouve d'ailleurs dans le calcul des 
accélérations d'ordre supérieur. Il est clair qu'en différentiant les équations 
(1) par rapport au temps, comme il a été indiqué pour les liquides, on 
connaîtra les accélérations en question en tout point du fluide et qu'il sem- 
blera a priori n'y avoir aucune raison pour qu'à la surface ces accéléra- 
tions coïncident avec celles de la paroi. 

Nous pourrions d'ailleurs aller encore plus loin si nous raisonnions par 
analogie avec ce qui se passe dans la Mécanique classique. Dans les pro- 
blèmes que pose celle-ci, du moment qu'on peut, à tout instant, calculer 
les accélérations en fonction de la position et des vitesses du système, il en 
résulte que le mouvement de celui-ci entièrement déterminé dès qu'on 
donne cette position et ces vitesses à un instant donné. Or nous venons de 
voir qu'on peut ici, sans tenir compte du mouvement de la paroi, calculer 
les accélérations de toutes les molécules en fonction de leurs positions et de 
leurs vitesses. Donc tout le mouvement ultérieur devrait être également 
déterminé indépendamment du mouvement de la paroi. 

Plus généralement, le mouvement d'une portion quelconque du fluide 
serait déterminé sans qu'on ait à tenir compte du mouvement des régions 
voisines : ce qui est évidemment absurde. 

Nous allons, dans les chapitres qui vont suivre, apprendre à lever cette 
contradiction apparente. 
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MOUVEMENT RECTILIGNE DES GAZ 



§ 1. — CAS DE LA VITESSE DE PROPAGATION CONSTANTE 

141. — Pour élucider la difficulté qui a fait Tobjel du chapitre précé- 
dent, nous allons d'abord nous placer dans un cas particulièrement simple 
et ou les équations du problème peuvent être intégrées : celui du mouve- 
ment reciiligne ou mouvement par tranches. 

C'est l'étude de fce mouvement qui fait l'objet de Pimporlant Mémoire 
de Riemann (*) auquel nous avons fait allusion au n^ 69. C'est à elle éga- 
lement que sont consacrés deux des Mémoires publiés en 1887 par Hugo- 
niot (^)y lequel retrouva sans les connaître^ une grande partie des résultats 
de Riemann. 

On suppose que le récipient dans lequel est renfermé le gaz a la forme 
d'un cylindre droit dont la surface latérale est fixe, les bases seules étant 
formées par des pistons mobiles. De plus, à un instant quelconque il est 
supposé que, dans toute section parallèle aux bases, la densité est à un ins- 
tant quelconque, constante, ainsi que la vitesse^ laquelle est parallèle aux 
génératrices. Dans ces conditions, l'état d'un point quelconque du milieu 
et sa vitesse ne dépendront que de l'abscisse de ce point, comptée 
parallèlement aux génératrices. Le problème se réduira à exprimer, en 
fonction de l'abscisse primitive a et du temps ty l'abscisse actuelle .r, 



(i) Vberdie Portpflansung ebener Luftwellen von endlicher Schwingung sic cite 
(Mémoires de TAc. des Se. de Gôtlingue, tome VIII; 1860). La traduction française, 
due à M. Stouflf, occupe les pages 177-203 de l'édition des Œuvres de Riemann tra- 
duites par M. L. Laugel (Paris, Gauthier- Villars, 1898). 

(2) Journal de V Ecole Polytechnique, tome XXXIIl ; 1887. 
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ainsi que la densité p et la pression p. Au lieu de p, il nous sera commode 

ici d'introduire la quantité inverse -^ = wou dilatation^ laquelle aura pour 
expression 

(1) ^r=h = ^. 

P oa 

o) est partout inversement proportionnel à p, si la densité p^ de Télat 
initial est constante. Nous supposerons toujours, sauf indication contraire, 
Tétat initial choisi de façon qu'il en soit ainsi, 

D'après les conclusions auxquelles nous sommes parvenus au chapitre 
précédent, la pression sera une fonction de u) : Si on adopte la loi de 
Mariotte, c'est-à-dire si on suppose la température constante, on aura 

(2) P = ^9 = i (A = Kp„): 

si au contraire, comme il y a lieu de le faire, on choisit la loi adiabatique 
de Poisson, on écrira 

(2') p = Kp'» = Â:u)-"» (^ = Kpo"*) 

dans laquelle, comme nous l'avons vu (n° 126), k est une fonction de 
Tabscisse initiale a, mais se réduit à une constante si, à un instant quel- 
conque du mouvement, le fluide a été à une pression et à une température 
uniformes dans toute la masse. 

On remarquera que la formule (2) peut-être considérée comme un cas 
particulier de (2) : elle se déduit de celle-ci en faisant m = 1. 

Nous n'allons pas quant à présent, préciser la forme de la relation qui 
existe entre la pression et la densité, et nous l'écrirons sous la forme géné- 
rale du (n** 131), soit ici 

(3) p = o (co) 
où la fonction o (w) peut dépendre de a. 

142. — Toutefois, nous devons nous rappeler que la fonction ^ ne 
peut pas, même à priori ^ être absolument quelconque. Nous savons, en 
effet (n** 1 3 1 ), qu'en augmentant la pression, la densité doit augmenter 
et le volume spéciQque diminuer : on doit donc avoir, en tout cas, 
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f 43« — Nous prendrons les variables de Lagrange, soit ici a et^ Il sera 
d'ailleurs inutile, celte fois, d'employer la notation o pour désigner les 
dérivées prises dans cette hypothèse, aucune confusion n'étant à craindre. 

Les équations (1) du chapitre précédent (n° 124) se réduiront à la pre- 
mière d'entre elles : dans celle-ci, la quantité -^ devra être remplacée par 





^ 




ôa _^ i ôp 
isx (0 ôa 




ôa 


L'équation devient alors 




(5) 


i ôp ^ h^X 

Po" ôa ~" ô^« 



ô^ 

Dans le cas général, p pourra être une fonction de lo = -- et de a. Si, 

par exemple, la loi de détente est celle de Poisson, la quantité k qui figure 
dans la formule (2') pourra être une fonction de a. L'équation (6) s'écrira 
alors 

Nous nous attacherons toutefois principalement au cas où la relation (3) 
est la même pour toutes les valeurs de a et où, en même temps, il n'y a 
pas de forces extérieures agissantes, de sorte que X est nul dans Téqua- 
tion (5). Posant alors 

(7) -i ,p'(o.) = i,H, 

Po 

celle équation deviendra 






ôa* 



équation aux dérivées partielles du deuxième ordre qui détermine Tin- 
connue X comme fonction des variables indépendantes a, i, 

144« — Nous allons, pour commencer, simplifier encore la question 
en remplaçant la fonction (positive d'après l'inégalité (4)) ^ (u)), par une cons- 
tante 6». C'est à quoi Ton est conduit lorsqu'on étudie les petits mouve- 
ments du fluide. Si, en effet, on suppose infiniment petits les écarts des 
molécules par rapport à leurs positions initiales et leurs vitesses, ^ [^) 
différera très peu de la valeur <V (i) qu'il prend dans l'état initial. 

Hadahard 10 
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146 CHAPITRE IV 

L'hypothèse 4/ (b>) = 0^ = constante 8*appliquerait d'ailleurs aux mou- 
vements d'amplitude Gnie si l'on prenait pour la fonction o l'expression 

(3') ç (u)) = C - Po6«a) 

C étant une constante. 

Mais il est clair qu'une telle expression pour la pression ne serait pas 
admissible, du moins pour un gaz, puisqu'elle deviendrait négative pour co 
sufGsamment grand. 

Une loi de cette espèce pourrait tout au plus convenir théoriquement à 
un liquide légèrement compressible. Dans un tel fluide, en effet, p varie- 
rait entre des limites très étendues pour de très faibles variations de (o et 
s'annulerait pour une certaine valeur finie de cette quantité. Mais dans la 
réalité, bien enlendu, le phénomène serait limité, pour une certaine valeur 
positive et non nulle de p, par la vaporisation du liquide. 

145. — Moyennant la simplification précédente, Téquation (8) s'écrit 



(ff) ~~ — fi^ 



ï>^ A2 ^ 



Cette équation est celle des cordes vibrantes ; son inlégrale générale est 
bien connue : elle s'écrit 

(9) x = J [/; (a + 01) -h A(a - 60]. 

Toute la question se réduit donc à choisir les fonctions /l et /*, de manière 
à satisfaire : 1^ aux conditions initiales; 2"" aux conditions aux limites^ 

Prenons pour origine des coordonnées l'une des extrémités du tuyau ; et 
soit l la longueur de celui-ci. a variera donc entre et l. 

Pour t = nous supposons données les valeurs de x et celles de -7, soit 

^» et ( rr j : on aura donc pour < a < ' 

La seconde de ces deux équations s'intègre immédiatement et donne 
(11) 6 [/; (a) - /; (a)] = F (a) — F (o) -h constante, 

F (a) étant la primitive de 2 f — j • Quant à la constante, on peut la sup- 
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poser nulle : car la valeur (9) de x ne change pas si on ajoute une cons- 
tante à la fonction /*|, en retranchant cette même constante de la fonc- 
tion f^. Or cette opération ajoute au premier membre de l'équation (10) 
une constante arbitraire. 

Les équations (10), (11) nous font connatlre les fonctions f^ et /*, pour 
toutes les valeurs de l'argument comprises entre et /. 

146. — Faisons maintenant intervenir les conditions aux limites. Nous 
supposons connues à chaque inslant les positions des pistons qui ferment 
le tuyau à ses deux extrémités. Nous aurons donc pour chaque valeur 
positive de t les valeurs de x correspondant k a = ei k a = L 
Il est aisé (^) de montrer directement que ces conditions achèvent de déter- 
minef les fonctions inconnues. Il nous sera commode, ici, d'employer une 
représentation géométrique. 

Nous considérerons a, tei ao comme des coordonnées dans l'espace, le 
plan des a f étant pris comme plan horizontal de projection. La solution 
cherchée sera alors représentée par une portion de surface, a étant par défi- 
nition compris entre et /, et t positif, celte portion de surface sera forcé- 
ment limitée à trois pians : l'un T, qui est le plan des a ce, le second G qui 
est le plan des tx, le troisième L qui est le plan a = l. 

Dans la figure 10, nous employons comme plans de projection, outre le 
plan horizontal, les plans auxiliaires T, 0, L. 

On peut poser 

0? = ^^!^^ 

où Tj représente la fonction /i (a -+- Qt) et x^, la fonction ^ (a — 6^). Les 
équations 

^» = A (« - «0 

représenteront deux cylindres Kj et K„ dont l'un aura ses génératrices 
parallèles à la droite d^ représentée par les équations 

(12) 07 = , a-+-et=;; 

l'autre à la droite d^ représentée par les équations 

(12^) x = Q , A — et = 0; 



(0 Voir, par exemple, Jordan, Cours d'Analyse, tome III. 



Digitized by 



Google 
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et la valeur cherchée de x sera la movenne entre les ordonnées de ces deux 
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nous connaittons maintenant tout ce qui se projette entre les traces des 
plans 0, T, L et la droite d\ représentée par Téqualion a -+• ^t = 2l; du 
second, la partie projetée entre les mêmes traces el la droite d\, qui a pour 
équation G^ — a = L 

Ces deux nouvelles nappes détermineront un nouvel arc Bj C^ de r^ et 
un nouvel arc B'jC', de r',, d*où Torl déduira par le moyen des courbes 
a p. a! p', un arc B', C\ de V^ et un arc B\ C^ ; etc, etc. 

La résolution du problème n*offre donc aucune difficulté. 

1 48« — Il nous reste à nous demander sous quelle forme se présente la 
contradiction rencontrée au chapitre précédent. Cette contradiction est en 
évidence sur Féquation (8')« En effet, à Tinstant initial, aux extrémités du 

tuyau, la quantité —, ne dépend que du mouvement de la paroi. Or elle 

doit être égale h la quantité 0^ — ^ , laquelle ne dépend que de Tétat initial ; 

et ces deux données sont indépendantes l'une de l'autre, puisque en ce qui 
concerne leurs positions initiales^ les molécules fluides ne sont assujetties 
qu'à être en contact avec la paroi à l'instant t = 0. 

Sur la figure 10, nous nous rendrons compte aisément de ce qui se passe 
si les deux données dont nous venons de parler, savoir l'accélération ini- 

tiale du piston, et la quantité 0' —^ relative aux particules fluides en contact 

avec ce piston ne sont pas égales entre elles. 

Nous avons vu en effet, que la seule connaissance de l'état initial, abs- 
traction faite du mouvement des pistons, nous fait connaître une partie du 
cylindre Ki et par conséquent la valeur de x^ pour toutes les valeurs de a 
et de t (positives) suffisamment voisines de 0. Au contraire, le cylindre K, 
n'est pas entièrement connu dans ces conditions au voisinage de l'ordonnée 
a = 0, < = 0, puisque la portion connue est limitée à la génératrice pro- 
jetée suivant d^. La courbure de cette portion connue du cylindre Kg 

dépend évidemment de la valeur de — ^* 

La construction de la nappe suivante du cylindre K, dépend, elle, de 
l'arc A, B,, et par conséquent du mouvement du piston : la courbure de 
cette nappe dépend donc de l'accélération initiale de celui-ci. 

Il est évident, d'après ce qui précède, et d'ailleurs bien aisé à constater 
directement que la condition pour que les courbures des deux régions voi- 
sines du cylindre K^ soient les mêmes est précisément l'égalité des deux 

quantités rrr ®^ ^* ^ dont il vient d'être question. 
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149. — Lorsque cette éfçalité n'a pas Heu, la courbure du cylindre K^ 

étant discontinue tout le long de la génératrice projetée suivant d,, il en 

. , . j t, . r ô*a? ô'j? ô'a? 
est de même des dérivées —s, -— r, -7^ . 

Si, par conséquent, nous considérons une valeur de t positive, mais 
petite, ce qui revient à couper la figure par un plan parallèle à celui des ax, 

nous voyons que la dérivée — ^ de la dilatation, continue en général (du 

moins pour les points voisins de l'extrémité du cylindre), éprouvera une 
discontinuité au point dont la projection est sur la droite d^, A mesure 
que t augmentera, les particules entre lesquelles se produira celte discon- 
tinuité iront en s'éloignant de l'extrémité. 

De même, si nous considérons une molécule déterminée, voisine de l'ex- 
trémité, ce qui revient à couper la figure par un plan perpendiculaire à 
Taxe des a, nous constaterons que l'accélération de cette molécule éprou- 
vera une discontinuité à un instant très voisin de l'instant initial si la mo- 
lécule en question est très près de l'extrémité, la valeur t qui correspond 
à la discontinuité allant en augmentant à mesure que Ton considère des 
points plus éloignés du piston. 

En un mot, nous reconnaissons là une onde du second ordre telle que 
nous l'avons étudiée au chapitre II. Cette onde se propage dans le sens 
positif avec une vitesse qui (rapportée à l'état initial tel que nous l'avons 
choisi), n'est autre que 6, puisque l'équation de la droite d^ est a = 6e. 

Grâce à la présence de cette discontinuité, la contradiction relevée au 
chapitre précédent disparaît. Pour 6t — a très petit et négatif, les deux 

quantités — j et 0* —^ ont une même valeur, celle qui est déduite de l'état 

initial à l'extrémité a = 0. Si 6^ — a est très petit et positif, elles ont en- 
core une même valeur, l'accélération initiale du piston. 

1 50. — Si un phénomène analogue se passait à l'extrémité opposée du 
cylindre, il donnerait lieu à une discontinuité affectant évidemment le 
cylindre K, et non plus le cylindre Kj. Celle-ci se produirait en tous les 
points de la génératrice projetée suivant d^, Elle se propagerait donc 
encore avec la vitesse 0, mais dans le sens négatif celle fois. 

151. — En particulier, ceci aura lieu (sauf dans des cas exceptionnels), 
lorsque l'onde née, en l'instant initial, à l'extrémité a = 0, et dont la pro- 
pagation est représentée par la droite d^, atteindra l'extrémité a = l. Le 
cylindre K, ayant, en effet, sa courbure discontinue suivant la génératrice 
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I 

correspondant à cette onde, il en sera de même de la courbe r',. Si la cour- 
bure de la ligne %'^'^' ... n*offre pas, précédemment au même point, une 
variation de grandeur convenable, la ligne r^ et par conséquent, le cylindre 
Kl auront leurs courbures discontinues. 

En un mot, Tonde primitive née à l'extrémité a = 0, et qui se propa> 
geait avec la vitesse 6, se refléchira sur le pibton a= l, c'est-à-dire qu'elle 
engendrera, lors de sa rencontre avec celui-ci, une onde analogue se propa- 
geant avec la vitesse — 6. 

152. — Si les deux quantités ~7? ^^ ^* rri ^^^^ égales entre elles pour 

l'extrémité à Torigine des temps, la courbure du cylindre K, sera con- 
tinue. Mais la singularité étudiée au chapitre précédent pourra se produire 
pour les dérivées du troisième ordre de a?. L*équation (8') donne, effecti- 
vementy 

égalité dont le premier membre nous est fourni par l'état initial du gaz, et 
le second par le mouvement du piston. Lorsque celte égalité n'aura point 
lieu, il se produira une discontinuité du troisième ordre qui affectera suc- 
cessivement les différents points de la Ggure 10 projetés suivant d^ et qui, 
par conséquent, se propagera encore avec la vitesse 6. 

Comme précédemment, de telles discontinuilés du troisième ordre pour- 
ront être de deux espèces, se propageant avec la même vitesse 6, mais dans 
des sens différents ; les unes naîtront à Textrémité a = du tuyau, les 
autres à l'extrémité a=l. 

Si l'équation (13) était, à son tour, vériGée, il pourrait cependant naître 
une discontinuité du quatrième ordre; et ainsi de suite. 

153« — On voit même clairement ici comment pourrait se produire une 
discontinuité d'ordre infini. C'est ce qui arriverait si, la première nappe du 
cylindre K, (celle qui est fournie par Télat initial) étant analytique, la 
seconde nappe n'était point le prolongement analytique de la première, 
mais avait avec elle un contact d'ordre infîni. 

1 54« — On pourrait enfin se placer au point de vue adopté au n® f 40» en 
considérant successivement deux mouvements Mi, M, qui coïncident 
jusqu'à l'instant initial, mais pour lesquels les mouvements du piston 
a = soient différents à partir de cet instant. Le cylindre K, serait alors 
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modifié à partir de la génératrice projetée suivant cf^» ligne qui marquerait 
la loi suivant laquelle se propagerait la modification. 

Lors même que le mouvement du piston a = l resterait inaltéré, le 
cylindre Ki changerait (par suite du changement de la courbe l'^) à partir 
du moment où celte propagation atteindrait Texlrémité du tuL^e : là encore, 
il y aurait réflexion, 

155. — Revenons au cas d'une discontinuité née à Tinstant initial et à 
Textrémilé a = 0. 

£n un point projeté sur c^^, mais dans une région où la courbure du 
cylindre Ki est continue ainsi que ses dérivées, il y aura compatibilité : la 
discontinuité restera unique non seulement à Tinstant qui correspond à ce 
point, mais aux instants précédents et suivants. 

Il en sera de même pour un point projeté sur di seul, si du moins, à 
Torigine des temps, une discontinuité s'est produite pour a = L 

Considérons, au contraire le point de rencontre des droites c/j, d^. Ce 
point correspond à une valeur t^ de t pour laquelle existe une disconti- 
nuité unique. Seulement cette discontinuité affecte à la fois les deux 
cylindres Ki et Kj. Il n'y a point compatibilité : toute valeur de t diffé- 
rente de t^ correspondra à une perpendiculaire à Taxe des t qui coupera c^j 
et c?2 en deux points distincts. On voit bien ici, conformément à nos consi- 
dérations générales du n** 105, qu'une discontinuité sans compatibilité 
n*est autre chose que la superposition, à un instant isolé, de deux discon- 
tinuités qui se rencontrent. 

Dans le problème actuel, la condition de compatibilité se présente sous 
une forme particulière et très simple : elle est évidemment qu'une seule 
des deux fonctions /l et /j, ait ses dérivées discontinues. Par exemple, si 9, 
est positif, il faudra que la dérivée seconde de la fonction /*, n'éprouve 
aucune variation. Or, on a 

(14') [£S] = «![/•/] -[/•/]!■ 

En éliminant [/*/] qui, lui, est en général différent de zéro, il vient 
,15) ^[/•.■i = »=[S] + l[â]- 
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On aurait une troisième condition analogue à (14), (l^) en envisageant 
l'accélération. Mais, dans le problème actuel, celle-ci n'est pas une quantité 
distincte : elle doit être considérée comme déterminée par l'équation (8), à 
Taide des autres dérivées du second ordre. La condition que Ton obtient en 
l'introduisant n'est évidemment autre que (14). 

Si la discontinuité était d'ordre quelconque w, on n'aurait de même à 
considérer que les dérivées d'indice zéro ou un, toutes les autres se calcu- 
lant en fonction des premières par le moyen de l'équation aux dérivées 
partielles. La condition de compatibilité correspondante sera donc 

('•) r2]-*[»~^]=»- 

156. — Maison n'aura pas seulement une seule condition de cette 
espèce, celle qui correspond à l'ordre même de la discontinuité. Quel que 
soit cet ordre n^, on devra en outre écrire toutes les conditions (16), en 
nombre infini, correspondant aux différentes valeurs de n supérieures à Wo, 
et qui seront les conditions de compatibilité d^ ordre supérieur , dont nous 
avons obtenu la partie cinématique aux n"' 110-123. 

Par exemple, pour une discontinuité du second ordre se propageant 
dans le sens positif, on devra avoir les conditions (15) mais aussi les con- 
ditions qui expriment que la fonction/ta sa dérivée troisième, quatrième, etc., 
continues. 

Si, à un instant quelconque /i, ces conditions n'étaient pas vérifiées, la dis- 
continuité du second ordre marchant dans le sens positif se doublerait d'une 
discontinuité du troisième, du quatrième, .... ordre qui se séparerait de la 
première aux instants voisins de t^ et se propagerait dans le sens négatif. 

Ici, comme on le voit, ces conditions de compatibilité des différents 
ordres sont indépendantes les unes des autres. 

15*7. — La considération des deux fonctions /*, et ^ permettra d'expri- 
mer la compatibilité, dans le problème actuel, même pour une disconti- 
nuité d'ordre infini (n** 76). 

Supposons en effet, que, dans une partie du tube, ^ e* tt soient, à 

l'instant initial, des fonctions analytiques de a pour a <C a^ ; et que, 
pour a > ûj, ces mômes fonctions cessent d'être le prolongement analy- 
tique des premières, leurs dérivées de tous ordres par rapport à a étant 
cependant continues pour a == a^. La condition pour que, dans cette dis- 



Digitized by 



Google 



154 CHAPITRE IV 

continuité d'ordre infini, il y ait compatibilité avec pi^opagation dans le 
sens positif est que la fonction f^ soit analjrtique et régulière. Or, cette 
fonction peut se calculer à Taide des données précédentes par Tintermé- 
diaire des équations (10) et (11). 

Siy en même temps que le mouvement Mj, on en considérait un autre M^ 
qui, à rinstanl initial, coïnciderait avec M^ dans une région R du tube et 
en serait distinct dans une autre région R' contigUe à la première, les deux 
mouvements M^ et M, seraient identiques, à un instant quelconque ^ dans 
une certaine région R, et distincts dans qne autre région RV I^ point de 
séparation de ces deux régions irait en se déplaçant, avec la vitesse 0, en 
général vers la région R. On peut dire encore qu*il y aurait compatibilité 
si, au contraire, le déplacement de ce point avait lieu vers la région R\ Il 
faudrait pour cela que l'une des deux fonctions f^ et /'g, calculées comme 
nous venons de le dire, fût la même pour M^ et pour M,. 

158* — L'étude de la propagation des discontinuités, telle que nous 
venons de la rencontrer, est en rapport direct avec la théorie des caracté- 
ristiques des équations aux dérivées partielles du second ordre, dont nous 
allons rappeler sommairement les principes, en renvoyant pour les détails 
aux traités bien connus de M. Darboux et de M. Goursat (*). Nous retrou- 
verons d'ailleurs cette théorie sous une forme plus générale dans les cha- 
pitres suivants (chap. VII). 

Soit l'équation de Monge-Am'père^ c'est-à-dire l'équation 

(17) K{n — s^) H- Br H- 2Cs -h B'( -f. D =0 

dans laquelle Vy s eit désignent les dérivées partielles du second ordre 
d'une fonction inconnue z de ^ et de y ; pendant que A, B, B', G, D sont 
des fonctions données de x, y, z, ainsi que des dérivées partielles du pre- 
mier ordre p et q. Si ^r, y, z sont considérées comme les coordonnées d'un 
point de l'espace, toute fonction z de x ei dey satisfaisant à cette équation 
représentera une surface intégrale. 

Une telle surface est, en général, déterminée par les conditions de 
Cauchy^ lesquelles consistent à se donner, en tous les points d'une courbe y 



(1) Darboux, Leçons sur la théorie des surfaces^ tome 111, p. 263 et suiv. -a Gour- 
sat, Leçons sur Vintégration des équations aux dérivées partielles du second ai^dre^ 
tome U 
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du plan des x y y les valeurs de z et de ses dérivées premières j}, q. Celles- 
ci devront évidemment être telles que la relation 

(18) dz = pdx -h qdy 

soit vérifiée pour un déplacement effectué suivant y« 

Géométriquement, cela revient à se donner une courbe gauche T (pro- 
jetée suivant y) par laquelle doit passer la surface cherchée, ainsi que le 
plan tangent à cette surface en chaque point de la courbe. 

Pour résoudre le problème de Cauchy^ c'est-à-dire pour déterminer la 
solution d*après ces données, on cherche d*abord les valeurs de Vy s ei t en 
chaque point de y : ces quantités doivent évidemment vérifier les con- 
ditions 

dp = rdx -+- sdy^ 
• sdx -+- tdy 

(les différentielles correspondant toujours à un déplacement effectué sui- 
vant y) et, d'autre part, l'équation (17). Celle dernière est du second degré, 
du moins si A ;zf 0. Cependant, si Ton tire des équations (19) les valeurs 
de deux des quantités r, 5 et ^ en fonction de la troisième, le premier 
membre de (17) deviendra, par rapport à celle-ci, du premier degré. 

(Cela lient à ce que, si Ton considère, non plus a?, y et z, mais r, s et i 
comme des coordonnées cartésiennes, la droite représentée par les équa- 
tions (19) est parallèle à une génératrice du cône asymptote de la quadrique 
qui correspond à (17) ). 

On trouve, en prenant s comme inconnue : 

C s [a {dp dx -+- dq dy) -h Bc?y* - 2 Cdx dy -+- h'dx^] 
l = Adp dq -h Bdp dy 4- B'dq dx 4- Dc?x dy. 

Dans les équations que nous aurons à étudier^ le coefficient A est 
d'ailleurs nul et le caractère linéaire des équations (17), (19) apparait à 
première vue. 

Un calcul tout semblable fera connaître les dérivées du troisième ordre 

r— ^' r-T-—' : ^ et d'une manière générale les dérivées de tous ordres de 

îw?' bx^ i>y ôa7ôi/' ® 

la fonction cherchée en chaque point de F. 

Si donc on sait que cette fonction est holomorphe, elle est parfaitement 
déterminée, puisqu'on a tous les coefficients de son développement. 

Inversement, d'ailleurs, lorsque les données sont analytiques et régu- 
lières, on démontre, à l'aide du théorème de M""^ Kowalewsky (^), que la 

(») Ctomparor ch. VII, no 281. 
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solution ainsi déterminée existe : il résulte de ce qui précède qu'elle est 
unique. 

150« — Mais il en est autrement si Féquation du premier degré (20) 
est impossible ou indéterminée, ce qui arrive pour 

(21) A (dpdx -h dq dy) -h B<fy« - 2Cdxdy -h B'rfo?» = 0. 

Si cette condition est seule vérifiée, le problème qui consiste à cher- 
cher r, s%\ t est en général, impossible. Ecartant cette hypothèse sur 
laquelle nous aurons à revenir plus loin, nous admettrons que les équa- 
tions (17) et (19) sont compatibles. La condition pour cela est que Ton 
ait, outre l'équation (21), la suivante 

(22) Adpdq -{- Bdp dy -h Wdq dx -h l^dx dy = 0. 
Si A est nul, Téquation (21) se réduit à 

(210 Brfy« — 2Cdx dy h- h'dx^ = 0. 

Elle déKnit, pour chaque système de valeurs de x, y, s,p^ q, deux va- 
leurs Xj et X, du coefficient angulaire X = -^ de la tangente à y- 

Si Ton a, par exemple ^ = Xj, fa relation (22) devient 

(22') Xi {Bdp -+- Ddx) ^ Wdq = 0. 

Lorsque les conditions (21) et (22) sont vérifiées, nos équations ne déter- 
minent plus r, s et t, et il semble que Tune de ces trois quantités puisse 
être choisie d'une façon entièrement arbitraire en chaque point de y* 

Ce n'est point toutefois ce qui a lieu : Si, en effet, on considère les déri- 
vées suivantes — 5 » — „ — » & , on voit aue les équations qui doivent les 

ôoj^ àx^^y bx^y^ ^ ^ ^ 

fournir ont également pour déterminant le premier membre de (21) (ce qui 
est évident pour A = 0, les coefficients de ces équations étant alors les 
mêmes que ceux des équations (17), (19)) : il y aura donc une condition 
de possibilité^ laquelle consiste en une équation différentielle linéaire du 
premier ordre à laquelle doivent satisfaire r, s ei t. Le choix de ces der« 
nières ne comporte donc qu'une constante arbitraire. Quant aux dérivées 
du troisième ordre, une fois vérifiée l'équation différentielle dont nous 
venons de parler, elles deviendront à leur tour indéterminées ou plutôt, 
comme le montre la considération des dérivées quatrièmes, elles dépen- 
dront d'une nouvelle constante arbitraire. 
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Chaque ordre de dérivation introduira ainsi une nouvelle constante, 
li y a donc lieu de penser que le problème posé admet, cette fois, une 
infinité de solutions. On démontre (^) que c'est ce qui a lieu en effet. 

160« — Supposons maintenant que l'on parte d'une surface intégrale Z 
donnée. Sur cette surface, Téquation différentielle (21) déCnira deux 
familles (une courbe de chaque famille passant par un point quelconque 
de la surface) et sur chacune d'elles on aura d'ailleurs la condition (22) 
puisque le contraire serait en contradiction avec Texistence même de la 
surface £. 

Les courbes ainsi déBnies sont dites les caractéristiques situées sur la 
surface. 

161 • — Demandons-nous maintenant s'il peut exister une autre surface 
intégrale tangente à la première tout le long d'une courbe r. D'après ce 
qui précède la condition nécessaire et suffisante à cet effet sera que T soU 
une caractéristique, du moins si l'on suppose les deux surfaces analy- 
tiques. 

Nos raisonnements n'excluraient pas, à la rigueur, l'existence de deux 
surfaces intégrales (non analytiques) ayant entre elles, suivant une 
courbe r, caractéristique ou non, un contact d'ordre inBni (*). 

f 02* — De la propriété fondamentale des caractéristiques résulte évi- 
demment que ces courbes seront conservées dans tout changement de va- 
riables. 

Plus généralement, les caractéristiques sont conservées dans toute tram- 
formation de contact ('). 

Considérons, par exemple, la transformation de Legendre qui, aux 
variables x^ y, z et aux dérivées partielles p, q fait oorrespondre des quan- 
tités analogues arp y,, r,, Pj, q^ définies par les formules 

ûîi =p, Vi = q, ^x =p«i + qy — ^f 



(1) Voir plus loin. ch. VII, n» 319. 

{}) Voir la note I à la fin de l'ouvrage. 

(3) Pour la définition et les propriétés fondamentales des transformations de con« 
iaèt, Yoir Qoarsat, Leçom sur VitUéçration mue dérivées parlielles du premier 
ordre^ ch. xi, Paris, Hermann. 



Digitized by 



Google 



15S CHAPITRE IV 

Dans cette transformation, les nouvel les valeurs des dérivées secondes 
sont 

t s r 

^i — rt — «*' ^* ■" r« — ««' ^* "" W — s«- 

Appliquée à i*équation (17), celle transformation donne une équation 
analogue dans laquelle A, B, B', C, D sont changés en D, B', B, C, A. 

D*ailleurs, deux surfaces tangentes quelconques sont changées en deux 
surfaces tangentes. Donc les caractéristiques de la nouvel le équation corres- 
pondent à celles de la primitive. 

Ce que nous venons de dire pour la transformation de Legendre peut 
d'ailleurs se répéter pour toutes les transformations de contact : celles-ci 
changent une équation quelconque de la forme (17) en une équation de 
même forme et les caractéristiques en caractéristiques. 

103. — On doit toutefois se rappeler qu*à une intégrale de Tune des 
équations ne correspond pas toujours une intégrale proprement dite de 
Taulre, parce qu'à une surface, la transformation considérée peut faire 
correspondre une courbe (ou même un point unique). C'est ainsi que, dans 
la transformation de Legendre (qui équivaut, comme on sait, à une trans- 
formation par polaires réciproques) toute surface développable est changée 
en une courbe. Lie (^) a indiqué une définition générale de l'intégrale 
d'une équation telle que (17), d'après laquelle une telle courbe peut être 
considérée comme une intégrale de cette équation, au même titre qu'une 
surface. Sans reprendre les considérations d'où on tire cette définition, on 
peut dire qu'une courbe est une intégrale dégénérée de l'équation (17), si 
la surface développable en laquelle elle est changée par la transformation 
de Legendre est une intégrale de l'équation transformée. 

f04. — Enfin, si A étant nul, les coefficients B, B', G sont fonctions 
de (V, y seuls, l'équation (21') pourra être considérée comme une équation 
différentielle ordinaire entre ces deux quantités. Si le discriminant BB' — C 
est différent de 0, celte équation aura deux séries de courbes intégrales 
distinctes que nous pourrons désigner par X = const., Y = const. En 
prenant comme nouvelles variables indépendantes X et Y, on fera dis« 
paraître r et < de l'équation. 



(*) Voir Goursat, Leçons sur Vintégration des équations aux dérivées partielles 
du second ordre ^ tome I, pages 49-51. 
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165. — L'application de ces résultats à la théorie de la propagatiou du 
mouvement est immédiate. 

Si, en efiet, deux mouvements de notre masse fluide sont en disconti- 
nuité du second ordre, ils correspondront, dans le mode de représentation 
géométrique qui vient de nous servir, à deux surfaces intégrales tangentes 
entre elles tout le long d^une ligne, puisque, en tout point où il y a dis- 
continuité, les dérivées premières ne changent pas de valeur. Une telle ligne 
est nécessairement, d'après les résultats précédents, une caractéristique. 

Si la discontinuité était d'un ordre supérieur au second, celte conclusion 
ne serait pas modifiée. Nous avons vu, en effet, que si les dérivées pre- 
mières et secondes de Fintégrale cherchée sont données le long de la 
courbe r, les dérivées troisièmes auront des valeurs parfaitement déter- 
minées (de sorte qu*il ne pourra pas se produire de discontinuité du troi- 
sième ordre) si la courbe F n'est pas une caractéristique, au lieu qu'elles 
pourront changer dans le cas contraire. 

Les mouvements compatibles seront évidemment ceux dont les surfaces 
représentatives se raccorderont ainsi suivant une ligne r. 

Pour l'équation (8'), les coefOcients sont respectivement 1, et 6*. La 

j 
caracténstique correspondra donc à -tt = db 6. Cette quantité db 6 repré- 
sente évidemment la vitesse de propagation, les deux familles de carac- 
téristiques correspondant aux deux sens dans lesquelles cette propagation 
peut s'effectuer. 



§ 2. - CAS GÉNÉRAL 



166» — Occupons nous maintenant d'étudier la propagation de ces dis- 
continuités sur l'équation du mouvement telle que nous l'avons primiti- 
vement obtenue, et non sur l'équation (8') que nous lui avons arbitraire- 
ment substituée. 

Cette étude n'offre d'ailleurs aucune difficulté, soit qu'on emploie les 
considérations développées au chapitre n, soit qu'on ait directement recours 
à la théorie des caractéristiques. 

Partons, à cet effet, de l'équation du mouvement sous sa forme la plus 
générale (5) telle que nous l'avons obtenue au n^ 143, savoir 
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Supposons que, pour une valeur déterminée de a et un instant déler- 
miné /, le mouvement présente une discontinuité du second ordre. Sup- 
posons d'ailleurs qu'il y ait compatibilité et soit la vitesse de propagation. 
En désignant respectivement par les indices i et 2, ce qui se rapporte aux 
deux régions séparées par la discontinuité, on devra avoir 



(23) 






JUi, I» ,u.nUlés @)^, (5); (g)_, (g)_ doivent «liit»» 

séparément à l'équation (5) ilans laquelle les dérivées premières ont les 
mêmes valeurs de part et d'autre. En retranchant membre à membre les 
deux relations ainsi écrites, il vient. 






ou 

(24) e2 = _i^ 



(24') e2 = tj;(a)) 

^Ko)) étant la quantité définie par la formule (7). 

Nous avons ainsi la valeur de la vitesse de propagation 0. La théorie des 
caractéristiques nous aurait conduit au même résultat, 6 n'étant autre que 

le coeiGcient angulaire -t- de la tangente à la caractéristique, lequel est 

fourni par l'équation (21'). 

La quantité est la vitesse du son dans le gaz, sous la pression et à la 
température considérées. C'est en efiet la vitesse avec laquelle un mouvement 
quelconque (tel qu^une vibration sonore), se propage dans ces conditions. 

167. — Les relations (23) nous font, en outre, connaître les conditions 
de compatibilité. Si Ton considère le mouvement du fluide comme déter- 

miné par les positions et les vitesses des molécules à l'instant f, —2 sera 

une inconnue que Ton devra tirer de l'équation (5). 
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b^X 1>^X 

Au contraire, -r; et -— - sont des données de la question, lesquelles 

sont discontinues pour la valeur considérée de a. Entre ces données on 
devra avoir, pour qu'il y ait compatibilité, la première relation (23), 6 dé- 
signant la racine carrée de l'expression (24), prise avec un signe qui dé- 
pendra du sens de la propagation ('). 
Dans le cas contraire, la discontinuité se divisera (*^) en deux dont Tune se 

propagera avec la vitesse -h i / — ^, Tautre avec la vitesse — i / - r^« 

Si la discontinuité était d'ordre supérieur au second, nous savons, d'après 
la théorie des caractéristiques, que la vitesse de propagation ne changerait 
pas de valeur. Pour obtenir le même résultat en partant de nos considé- 
rations cinématiques, il suffirait évidemment de remarquer que les varia- 
tions dérivées pi^«« (p étant Tordre de la discontinuité) formeraient alors 
une progression géométrique de raison et de substituer d'autre part ces 
variations dans l'une quelconque des équations obtenues en différenciant 
p — 2 fois (5). 

H est clair^ également, que l'expression de la vitesse de propagation ne 
serait pas changée si, parmi les forces accélératrices, en figurait une qui 
soit fonction de la vitesse, ou si, d'une manière générale, la force X dépen- 
dait d'une manière quelconque, non seulement de x, a et t^ mais des 
dérivées premières de x pa/ rapport à a et à ^ 

168* — D'après ce qui précède, il est impossible de traiter de ta dyna- 
mique des gaz sans tenir compte des discontinuités qui s'y propagent : leur 
absence suppose un accord tout exceptionnel entre les données initiales et 
les mouvements des parois. 

Cette circonstance ne se présente pas dans la dynamique des liquides, où 
l'on n'a jamais à étudier que des mouvements continus ou tout au plus des 
discontinuités stationnaires ('). 

Elle constitue une difficulté toute spéciale de l'étude des gaz. On voit, en 
effet, qu'avant d'essayer de former les équations du mouvement, il est 
nécessaire de déterminer dans quel domaine ces équations seront valables : 
ce domaine étant limité par des ondes dont il faut étudier la propagation. 



(1) Comparer ch. v, n» %4t, 

(>) Nous reviendrons sur ce dédoublement, dans le cas général de Tespace au 
ch. V, n» tSfl. 
(') Voir ch. V, n»» »44-»4«. 

11 
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»si possède-l-on très peu de résultais généraux sur les mouvements 
az. Presque tous sont relatifs au mouvement rectiligne traité par 
mn elHugoniot dans les Mémoires cités, et dont nous allons nous 
sr maintenant. 

9» — Nous nous bornerons au cas où le gaz est primitivement (ou, 
nns, peut avoir été à un instant quelconque), à une pression et à une 
rature uniformes, de sorte que Téqualion du mouvement se réduit à 

ji) représente, comme nous lavons vu la fonction <p' (lo) et où 

Po 

la dérivée partielle —, Quant à l'autre dérivée partielle , elle n'est 

que la vitesse u, 

vitesse 6 du son est égale k±^^ (w), et c'est ce qu'exprime Téqua- 
^1'). Ecrivons, d'autre part, Téquation (22') : celle-ci nous donnera 
ant être ici remplacé par u et q par lo) 



c?u =: 6 rfa> = dz V'V (w) d(a. 
équation est intigrable. En posant 



3st entendu que le radical du premier membre est pris avec le signe 
le donne 

w ±: X (w) = constante. 

0« — Ainsi chacune des familles de caractéristiques admet une corn- 
on intégrable. Cette remarque a conduit Riemann à prendre comme 
lies indépendantes les quantités 

w -4- 5^(0)) = ?, 



mnent 



. = L 



X(a)) = — g— . 
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Pour effectuer ce changement de variables, nous commencerons par 
opérer la transrormation de Legendre, c'est-à-dire par prendre pour varia- 
bles indépendantes u et o), et pour fonction inconnue la combinaison 

(30) z = ta a -h ut — X 

dont les dérivées partielles par rapport à t^ et a> ne sont autre que ^ et a ; 
les nouvelles valeurs des dérivées secondes se calculent par les formules 
du n^" 16% et l'équation (8) devient 

Il est maintenant aisé de passer aux variables (, t^ : il vient 

ou, en tirant a> de l'équation (28') 

/* étant une fonction déGnie par la relation 

(33) r[2^H] = l^y 

L'équation est ainsi rapportée à ses caractéristiques : elle a la forme de 
Laplace 

(34) |L + «»^_^ig + c^=0. 

171. — C'est précisément à propos de l'exemple qui nous occupe que 
Riemann Q) a été conduit à imaginer sa méthode d'intégration, étendue, 
comme on sait, par H. Darboux à l'équation générale (34). 



(1) L^inconnne connidérée par Riemann n'est pas ^, mais une quantité w définie 
comme une intégrale de difiérentielle toUle exacte, par la formule 

dw = ^^{dl+ dr,) + u)x'(u>) (5-f ^ - ^ di^) 

laquelle équivaut à la formule (3) (§ II) du Mémoire de Riemann (page 183 de la 
traduction française), les relations qui servent à passer des notations de Riemann 
aux nôtres étant 

v/firt = (ox'M, /(p)==-xM. *' = 2' * = ""2 
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Rappelons que celle mélhodc(*) csl à beaucoup d'égards analogue à celles 
dont nous avons parlé au chapitre I. Elle repose sur une identité loule 
semblable à celle de Green, savoir 

(35) / / [îjr(;j) _ ^@ (Qj d\ dr, = / Mrfti - Ndi, 

dans laquelle 

zeiK désignent deux fonctions régulières quelconques ; 
^(s)f le premier membre de Téquation (34) ; 
8 (ï)» le premier membre de l*équalion 

(36) ç>j(q =. ^ -^ a^4 - ^- ^ (<^ -"^ --) ^ = 0, 

dite V adjointe de la proposée ; 
M, Ny les expressions 

(37) \ \ \ u 

(N=6,Ç + 2(':.|-^^j' 

l'intégrale double étant étendue à une aire quelconque du plan des \ t\, et 
l'intégrale simple du second membre, au contour de cette aire. 

Celte identité étant posée, la résolution du problème de Gauchy pour 
l'équation (34), la courbe y étant un arc quelconque du plan des \i\ assu- 
jetti ù la condition de n'être coupé qu*en un seul point par une parallèle 
quelconque à l'axe des \ et un seul point par une parallèle quelconque à 
l'axo des r^ : — autrement dit, le calcul en un point quelconque A (Ç', r^') 
{fig, 11) d'une intégrale z de l'équation (34), donnée par ses valeurs et 



L'équation aux dérivées partielles de Rietcann est donc une transformée de l'équa- 
tion (32). 

Les transformations de cette espèce, applicables à une équation de Laplace et où 
intervient l'intégration d'une différentielle totale exacte, ont été déterminées par 
M. Darboux {Leçons sur la théorie des Surfaces, liv. IV, ch. viii, no 'tOl). Celle 
qui conduit à l'inconnue w correspond, dans la notation de M. Darboux, à 

|i=; — 2<.>X'(«), 

la fonction p de M. Darboux étant égale à co^' ((>>) et la solution t' de l'équation (32) 
qui conduit à cette valeur de p n'étant autre que Jt' = u>. 
(»; Darboux, Leçons sur la théorie des sur/aces, liv, IV, ch. iv (tome II). 
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ses dérivées premières en chaque point de y, — se ramène à la formation 
d*une fonction g (?, r, ; Ç', rî) qu'on peut regarder comme correspondant à 
la fonction de Green. Cette fonction g est définie parla triple condition : 

!• De satisfaire à Téquation © = 0, lorsqu'on la considère comme fonc- 
tion de l, •r\ (i' et T)' étant constants) ; 

l°Deseréduire, pourTj = T)'à e" ^ ' et, pourj =5', àe*^ V 
Elle présente une propriété de réciprocité analogue à celle de la fonction 
de Green, et qui se démontre d*une manière toute semblable (*) : l'expres- 
sion ^ (^^ 7) ; ^' V) n^ change pas lorsqu'on permute entre eux les points 
î> 1 ; 5'» ^i'» d môme temps que les polynômes différentiels 9, â^(fait qui 
est immédiatement évident pour les con- 
ditions 2^, mais non pour la condition 1®). 
Cette fonction g étant formée, on la 
substituera pour C dans l'identité (35), 
moyennant quoi le premier membre dis- 
paraîtra, z étant la fonction inconnue 
cherchée. Quant à Taire d'intégration, on 
la limitera d'une part par la courbe 7, de 
l'autre par les parallèles A B, A C {fig, il) 
menées respectivement aux axes des ( et 
des i\ par le point A. 

En vertu des propriétés supposées à la fonction g^ l'intégrale 1 H(fT) — ^d^ 

se réduira, sur A B à ^ [[^9)b "" ^k\' sur A C à^ [{zg)^ — z^, et \\ 
aura 



y--^ 




=\« 



Fig. 11 



on 



(38) 



^A = 2 [(^^)b 



(-'i7)c] 



-/ 



Mc^ii — Nrfî, 



formule qui résout la question, puisque, dans le second membre tout est 
directement exprimable à l'aide des données. 

Inversement, si la courbe y satisfait à la condition géométrique indi- 
quée plus haut, et si, bien entendu, les valeurs de z et de ses dérivées 
données vérifient, sur y» la relation 



(39) 



, ^Z ,. , ^Z j 



(0 Darboux, Loo, oit,, n9 9^9. 
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la formule précédente définit bien une fonction remplissant les conditions 
du problème. 

Si, au lieu de Téqualion ^= 0, on avait à intégrer l*équatîon 

/'étant une fonction donnée de ^, t)^ la même méthode réussirait encore, la 

formule (38) étant simplement complétéeparTintégrale double | | fgdl<h\ 

étendue à notre triangle curviligne : c*est ce qui résulte immédiatement de 
la formule générale (35). 

172» — Enfin, la même méthode s^applique également au cas où la 
courbe y est remplacée par un système de deux caractéristiques, les valeurs 
de z 5eM/ étant données sur chacune de ces deux lignes. La formule (38) 
est alors remplacée (pour l'équation sans second membre) par 

/O xïO 

173* '—On ne dispose pas d*une méthode générale pour calculer la 
fonction de Riemann ^ (J, ^ ; 5', r{). Mais on est assuré de Texistence de 
cette fonction dès que les coefficients de l'équation sont analytiques et ré- 
guliers (^) ou même plus généralement dès qu'ils sont continus et déri- 
vables (2). 

Dans ces conditions, il résulte évidemment de ce qui précède que si la 
courbe y n'est coupée qu'en un seul point par une parallèle à l'axe des \ et 
en un seul point par une parallèle à l'axe des •r\ (ainsi que nous l'avons 
supposé) le problème de Cauchy admet une solution et une seule. 

D'une manière plus précise, si la fonction z et ses dérivées sont données 
tout le long d'un arc PQ satisfaisant à la condition précédente, celte fonc- 
tion est déterminée dans tout le rectangle qui a pour sommets opposés P Q 
et dont les côtés sont parallèles aux axes. 

1 74. — Ceci nous permet de combler pour les équations dont nous nous 
occupons en ce moment, une lacune dont nous avons signalé l'existence 



(») Darboux, Loc. cit. y tome II, pages 91-94. 

(» Darboux, Loo, cit., tome IV, pages 355-359 (Note de M. Picard). 
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un peu plus haut (a'* 161). Supposons en effet que Téquation (1' 
forme de Laplace : alors nous pourrons affirmer que deux surface 
grales, analytiques ou non, ne peuvent avoir entre elles un contad 
d'ordre infini tout le long d'une ligne sans que cette ligne soit un 
ténstique, puisqu'on pourrait alors considérer en particulier, sur la I 
question, un arc le long duquel S et t) soient chacun constamment cr 
V de manière que la donnée de z et de ses dérivées premières le lon| 
arc détermine complètement cette fonction dans le voisinage. 
Cette conclusion s'étend à Véqiiation (8). Considérons en effet 

blême de Cauchy pour celte équation, c'est-à-dire supposons q 
donne une série de valeurs de a, ^, a>, u, x, dépendant d'un param 
problème peut être immédiatement ramené au problème analogue 

l'équation (31), puisqu'on connatlra ^ et ses dérivées — =aet — = 
une série de valeurs de (» et de u, 

La condition nécessaire et suffisante pour que ce problème cesse d' 
terminé est donc que la série de valeurs ainsi considérée soit caractéi 

Physiquement parlant^ si l'on imagine successivement deux moui 
M et M' de notre masse fluide, lesquels coïncident pour t ^t^, a <^ 
mouvements coïncideront encore^ pour une valeur de i supérieure à 
qu'à la valeur de a atteinte par l'onde partie de a^ et se propageant 

vitesse négative — y^ ((o) ; autrement dit, jusqu'à la valeur. 



■/ 



Ce résultat n'avait été, jusqu'ici, établi en toute rigueur qu'en su] 
les mouvements en question analytiques de part et d'autre de l'ond 

1 75» — Dans le cas des gaz parfaits, nous avons trouvé 

et, par suite, 

(41) t|;(a)) = A'u)-«-», hl = —. 



X' (w) est donc égal ^sfv ^ ^ . 
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Comme cette quantité représente la vitesse du son, la constante \ k n*est 
autre que la vitesse X du son dans tétai initial : on a 



(42) 



=/-.=^=^, 



Si, comme cela a lieu dans la loi de détente de Poisson, m est différent 
de l'unité, il vient (en négligeant la constante additive) 



^^ ' m — f 



2\/k' -î?~^ 2X 



m-i 



« -^ =:l-. u) 2 



m — 1 m _ 

et, par conséquent, la fonction / définie plus haut (formule 33) a la 
valeur 

(44) ;(ç_^) = ^, 

(45) P = |^. 
On est ainsi amené à Véquation d'Euler 

Lorsque p est un entier, l'intégrale générale de cette équation s'exprime 
en termes finis : elle est (*) 



f47) --- /^'^~! F-^\ 



où X et Y sont des fonctions arbitraires Tune de Ç, Tautre de »). 

Il se trouve que ce cas est approximativement celui de la loi de Poisson. 
La valeur généralement admise pour le coefficient w (rapport des deux cha- 
leurs spécifiques) est, en effet 1,41 ; et Thypothèse m = 1,40 donne- 
lierait p = 3. 

176» — Mais quel que soit p, la méthode de Riemann permet de 



(«) Darboux» loc, ciLj no S5S (tome H, p. 65). 
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résoudre le problème de Cauchy. On peut, en effet, former la quantité g : 
on trouve (*) 

(48) |7(^^;î'.V) = (V-?)-P(l-?)-Ph-5fP-F(p,p,l,.) 
9 désignant le quotient 

et F la série hypergéométrique 



(49) 



ITT. — Nous avons exclu tout à l'heure le cas de m := 1, c'est-à-dire 
celui de la loi de Mariotte où f (ou) est donné par la formule (2). Dans ce 
cas, on a 

(50) X'(-) = '^, 

(50') x(-) = v/*^l«g''> 

et la quantité T^r-r donne simplement la constante — 4i = — "^ • 

L*éq nation (32) est donc 

<^*> 5ç^ -^ M.sr - Si) = «' 

laquelle peut d'ailleurs, par le changement de variable ^ =e^ (^ "" "^^ >?,, 
se transformer en 

Enfin l'on peut même réduire l à l'unité, en prenant pour nouvelles 
variables indépendantes ^^et lr\. 

L'équation ainsi obtenue, ou plutôt une équation aisément réductible à 
celle-là, est connue sous le nom Adéquation des télégraphistes. La fonc- 

(1) /Hd., no S«0. 
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tion de Riemann g %fi\ 5'» ^') est également connue pour Péqualion des 
télégraphistes et par suite, pour Téqualion (51) ; on a 

(53) ^(î,-n ;$'!V) = (5'["'-"» -«-«'>] J(^(ï-Ç')(^-V)) 
où J désigne la fonction de Bessel 

J(X)=1 -^ + A.^+. ..+(-!)» ^, + ... 

1 7 S. — La loi de Mariotte étant an cas limite de celle qui est représentée 
par la formule (2';, les résultats que nous venons d'obtenir doivent pouvoir 
se déduire de ceux qui ont fait l'objet des n»^ 1 75-1 70« Il semble au pre* 
mier abord, qu'il n'en puisse être ainsi et que, par exemple, Téquation (51) 
ne puisse dériver de (46). 

Pour cette déduction, il est, en effet, nécessaire de tenir compte de la 
constante additive h qui aurait dû être ajoutée au second membre de (43). 
C'est, comme on sait, en faisant croître indéfiniment cette constante 

lh= — ~:-7 ) que l'on passe de la formule (43) à la formule (50'j pour m — 1 

infiniment petit. 

Augmentons donc 2)^(u>), ou son égal Ç — tj, de la constante h, et rempla- 
çons en même temps, ^ par Ih. L'équation (46; deviendra 

ô^£ Ih /ô£ __ ô£\ ^ 

et si, maintenant, on fait croître h indéfiniment on retombera sur (51). 

Le même calcul peut évidemment s'opérer sur la fonction de Riemann 
donnée par la formule ^48), et qui peut s'écrire 

Si nous remplaçons i — Ç, i' — $ par ti — Ç + ft, r/ — J + A et p par Ih le 
premier facteur deviendra 

et tendra vers e^ (''i""^') pour h infini. Le second facteur aura de même pour 
limite c^(Ç'—^). 
Quant à la série hypergéométrique Fi^p, p, 1, a), elle a bien pour limite la 
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fonction de Bessel qui figure dans la formule (53) : le terme général de la 
série F, est, en effet, 

Jp(P4-l)...(P + n-«)]* 

= [(t-O(^-'i')]" [lh{lh + l)....(lh-i-n-i)]' 

[(Ç-V-A)(i-$'-hA)]" «'" 

• f -, K- [ - ^ (^ - ^') ('i - V)1" 

ce qui fait bien j — r^ , pour /i = « . 

179. — Le problème de Cauchy, résolu, comme nous venons de le 
voir, par la métbode de Riemann, est-il la traduction mathématique du 
problème physique qui noua est posé? 

Pour répondre à cette question, considérons d'abord le cas d'un tuyau 
indéfini, en supposant qu'on se donne les positions des molécules et leurs 
vitesses à l'instant initial, en tous les points. Dans ces conditions, x et ses 
deux dérivées premières cd et i^ seront connues, quelque soit a, pour ^ =: 0. 

Nous sommes donc conduits au problème de Cauchy relatif à l'équa- 
tion (8). 

Or nous avons vu que ce problème revient au problème analogue relatif 
à l'équation (32). 

Toutefois une objection se présente à l'esprit. Nous avons remarqué que 
la possibilité du problème de Cauchy est subordonnée à ce fait que sur la 
courbe y> ^ ^^ ^ ^^^^ toujours croissants ou toujours décroissants. Or il n'y 
a aucune raison pour qu'il en soit ainsi lorsque ^ ein sont déduits de la 
distribution donnée des molécules et de leurs vitesse». ^, par exemple, peut 
fort bien avoir un maximum lorsque a varie, t restant nul. Seulement, il 
n'en résultera pas nécessairement l'impossibilité du problème posé primi- 
tivement, z pourra, en effet, avoir plusieurs valeurs différentes pour un 
même système de valeurs de u et de a>, si à ce couple de valeurs de u, (u 
correspondent plusieurs systèmes de valeurs des variables indépendantes 
données a, t. Non seulement il peut en être ainsi, mais m et t» peuvent 
être constants, z prenant toutes les valeurs possibles : c'est ce qui arrive 
pour le cas le plus simple, celui du fluide en repos {x = a; u=zO, co = 1). 
En un mot, — et ce fait, que nous retrouverons dès les numéros suivants, 
est évident d'après ce que nous avons vu au n** 163, — une singularité 
de z considéré comme fonction de u, co ne donne pas nécessairement, après 
la transformation de Legendre, une singularité de x considérée comme 
fonction de a, t. 
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Malheureusement, Tinverse peut évidemment se produire. Ayant obtenu 
une valeur de z en fonction de u et de eu, il faudra, pour la considérer 

comme acceptable, calculer les dérivées -^ = a, — = / et s'assurer, i<* que 

ces quantités peuvent être prises comme variables indépendantes ; 2** qu'el les 
prennent bien tous les systèmes de valeurs possibles pour lesquels < > 0. 
L'examen des conditions moyennant lesquelles il en est ainsi présenterait 
sans doute quelques difGcultés. 

180. — Considérons maintenant le cas du cylindre limité par des pis- 
tons. Alors X et ses dérivées ne seront connus que pour «^ a ^ ^, et Ton 
aura ainsi seulement, dans le plan des ^ iq, un arc de courbe le long de s 
et de ses dérivées par rapport à u et a> seront connus. Ces données permet- 
tront de calculer z dans un rectangle du plan des Ç y\ {fig, 11). Dans le 
plan des at^ ce rectangle correspondra évidemment à la série des portions 
du tube qui, à chaque instant, ne sont pas encore atteintes par les ondes 
issues des extrémités. 

En dehors de la région du plan des at ainsi obtenue, il faudra tenir 
compte des conditions fournies par le mouvement du piston. Or il est aisé 
de voir que celles-ci ne peuvent pas être transformées comme les précé- 
dentes. Elles nous font connaître, en effet, pour chaque valeur de t, la va- 
leur de X, et par conséquent, celle de i/, a étant égal à ou à Z. Mais la 
valeur de o> ne nous est pas donnée. Il est donc impossible de tracer à prtori 
la courbe correspondante du plan des \ r^, 

La transformation de Legendre et la méthode de Riemann ne peuvent 
donc conduire à la détermination du mouvement dans ces nouvelles con- 
ditions. C'est par une étude directe qu'il y aurait lieu de tenter cette déter- 
mination, et il est aisé de voir à quelle sorte de problème analytique on 
serait ainsi conduit. 

Le mouvement cherché doit, en effet, être compatible avec le mouvement 
priniitif, dans lequel il se propagera suivant suivant une onde dont la 
marche est connue. Nous connaîtrons donc la valeur de x le long d'une 
ligne du plan des at, à savoir celle qui représente cette onde et qui est 
une caracléristique ('). x est, d'autre part, également donné, (par le mou- 



^1) Il doit y avoir concordance (suivant cette ligne) non seulement des valeurs dex^ 
mais aussi de celles des dérivées u et (•>. Mais, comme plus loin (note de la 
l)ai;e 174) cette concordance des dérivées résultera de la première, pourvu qu'elle ait 
li»'u initialement, c'est-à-dire pourvu que la vitesse initiale du piston soit égale à 
celle des molécules qui l'avpisiuent. 
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vement du piston) le long d'une au Ire ligne sécanle ù la première, savoir 
la ligne a = (ou a = Z). C'est par cette double condition qu'il faudrait 
déterminer une solution de l'équation (8). 

Le problème ainsi posé est beaucoup plus difficile que celui de Gauchy, 
même dans le cas d'une équation linéaire. On sait ('), lorsque les données 
sont analytiques, établir l'existence d'une solution holomorphe, mais non 
mettre cette solution sous une forme suffisamment simple et utilisable. 

Hugoniot a, au contraire, montré que ce résultat peut être atteint dans 
un cas important, celui où le gaz est primitivement en repos. 

181. Les mouvements compatibles avec le repos. — Supposons pour 
< = 0, le gaz en repos, à une pression et à une température uniforme dans 
une portion que nous prendrons pour état initial. Communiquons à l'un 
des deux pistons, celui qui correspond à a =0, un mouvement quelconque, 
sans toutefois qu'il y ait jamais de changement brusque de vitesse. 

Un mouvement prendra naissance au contact de ce piston, mouvement 
qui se propagera dans le sens positif avec la vitesse X = ^' (1) du son. Ce 
mouvement et l'état primitif du gaz, à savoir le repos, seront compatibles. 

\\ cessera d'en être ainsi à partir du moment où le mouvement ainsi créé 
est rencontré par le mouvement analogue produit par le piston situé à 
l'extrémité Z, si ce piston est mobile. A co moment naîtra un troisième 
mouvement compatible avec les deux premiers mais non avec le repos. A 
ce troisième mouvement, la théorie d'Hugoniot, telle que nous allons la 
présenter, n'est plus applicable. 

Nous saurons néanmoins écrire son équation, une fois connues les deux 
premières. 

En efîel, la surface intégrale qui le représente se raccorde avec chacune 
des deux premières suivant deux caractéristiques de systèmes différents : 
savoir, une caractéristique 5 = const. pour le premier des deux mouve- 
ments dont nous avons parlé plus haut (puisque la propagation du troisième 
mouvement s'y fait dans le sens négatif), une caractéristique t^ = consL 
pour le second. Sur chacune de ces caractéristiques on connaîtra la série 
des valeurs de a, ty x, w, w et par conséquent celle de s et de ses dérivées 
premières. Toutes ces quantités sont en effet supposées connues dans les 
deux premiers mouvements, et ne sont pas altérées par la discontinuité 



(*) PiCAHD, in Darboux» Loc. cit., tome IV, p. 361-362 ; Ooursat, Leçons sur l'inté- 
gration des équations aux dérivées partielles du second ordre, tome II, p. 303. — 
Voir plus loin ch. VII. 
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puisque celle-ci est au moins du second ordre, z étant connu sur les deux 
caraclérisliques (*), on est ramené au problème du n** 172. 

Mais que le second pislon reste en repos ou non, il arrivera toujours un 
moment ou un nouveau mouvement prendra naissance ; c'est celui où 
Tonde partie de l'extrémité a = atteindra l'extrémité opposée. 

A ce moment, comme nous Tavons vu au n*^ 151 il y aura réflexion, et 
la discontinuité reviendra en arrière. Le nouveau mouvement ainsi produit 
n'est plus compatible avec le repos. Son étude ne peut pas se faire par la 
méthode que nous venons d'indiquer. Elle dépend des considérations déve- 
loppées au n** 180 et on ne possède pas, quant à présent de méthodes 
permettant de le calculer explicitement. 

1 82. — Dans le cas précédemment étudié, où la vitesse de propagation 6 
est constante, Tétat d'équilibre est celui où les fonctions /, et /, introduites 
au n° 145 ont les expressions /i (a + 6<) = a -+- 6^ ; /i (a — 6^) = a — 0/. 

Les mouvements compatibles avec le repos sont donc caractérisés par ce 
fait que l'une de ces deux fonctions se réduit à la variable même dont elle 
dépend. La surface représentative correspondante est évidemment un 
cylindre. 

Proposons nous de déterminer ces mêmes mouvements dans le cas où la 
foiiclion cp est quelconque, et soit à trouver une surface intégrale £ qui se 
raccorde avec le plan a? = a suivant une caractéristique F correspondant à 

g = + v/^)=-Hy/(l). 



(1) n semble que le problème soit impossible par suite du trop grand nombre des 
conditions, puisque Ton donne, sur chacune des deux caractéristiques de raccorde- 
ment z et ses dérivées^ alors que la seule donnée de z suffirait à déterminer la 
solution. Mais si ces valeurs d'une fonction z satisfaisant à l'équation de Laplacc 

(34) sont données sur une caractéristique \ = consl., les valeurs de Â satisfont, sur 

cette ligne, à la relation. 






(cas })articulier de (22)), qui détermine cette quantité -i dès qu'elle est donnée en 

un point. Or cette relation est vérifiée par le premier mouvement donné. Si donc 
on détermine le troisième mouvement par la formule (40), il y aura bien coïnci- 
dence des valeurs de -4. Cette coïncidence a, en effet, lieu en un point, le point 

commun aux deux caractéristiques, les surfaces intégrales qui correspondent aux 
trois mouvements primitifs étant alors tangentes entre elles. 
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Meoons, par un point quelconque P de celte surface, la caractéristique F^ 
du système opposé à F. Sur F', la quantité w -H x(^) ^^^ constante. Or la 
ligne F' rencontre nécessairement F et, sur F, la quantité u -h x(^) ^st 
partout égale à x(^)* 

Donc la surface cherchée S satisfait à Téquation aux dérivées partielles 
du premier ordre : 

(54) W + X(«-) = X(») 

Ainsi, dans un mouvement compatible avec le repos, la vitesse et la 
densité sont fonctions fune de Vautre. Ces deuûo quantités croissent en 
même temps (la vitesse étant prise avec sa valeur algébrique) puisque // (u)) 
est positif et que p augmente quand ui diminue. 

1 83* — On démontre aisément (*) que si une surface est telle que, 
entre les coeffîcients angulaires de son plan tangent, existe une relation 
indépendante des coordonnées du point de contact, cette surface est déve- 
loppable. 

Tel est donc le cas de la surface cherchée, puisque u ei ui sont les déri- 
vées de œ, considéré comme fonction de a et de t. Si par Forigine des coor- 
données nous menons les différents plans dont les directions satisfont à 
Téquation (54), plans dont l'équation générale est 

(55) a? = wa-h[x(i)-xW]^ 

ces plans enveloppent un certain cône C dont l'équation s'obtient en élimi- 
nant Cl) entre l'équation précédente et sa dérivée 

(55') a-^'(a>) = 0. 

Les génératrices de la développable £' sont parallèles aux génératrices 
de C. Ces génératrices étant les tangentes de Farète de rebrousssement, on 
voit que l'indicatrice sphérique de celle-ci est connue. 

184. — En prenant pour ordonnées, non plus les valeurs de x, mais 
les vitesses ou les dilatations, (les coordonnées horizontales étant toujours 
a et t), on aurait pour représenter le mouvement non plus une dévelop- 
pable, mais une surface réglée avec génératrices horizontales, puisque^ sur 
chaque onde, la vitesse et la dilatation sont constantes. 



(•) Jordan, Cours d'Analyse^ 2^ édition, tome I, p. 476 ; Gour8at, Cours d'Analyse 
tome I, p. 524. 
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!• — Les conclusions précédentes subsisteront pour tout mouvement 
ibie avec le premier, si la caractéristique de raccordement est de 
système que F. 

subsisteront donc s*il se produit des discontinuités quelconques 
ond ordre au moins) dans le mouvement du piston a = 0. Elles ne 
modifiées, comme nous l'avons dit plus haut, qu'à partir du moment 
•encontrera un onde se propageant en sens inverse, 
rriverait encore à des résultats analogues si, dans l'état primitif du 
les molécules, au lieu d'être en repos, étaient animées de mouvements 
nés donnés par l'équation 

a? = aa -h ^t, 
itant des constantes (mouvement qui satisfait évidemment à Téqua- 

)). 

généralement le mode de raisonnement que nous venons d'employer 
]uera à toute équation de la forme (17) dans laquelle une des familles 
ctéristiques admet une combinaison intégrable dF, lorsqu'on chèr- 
es surfaces intégrales se raccordant, suivant une caractéristique de 

système^ avec une surface satisfaisant à l'équation F = const. 

(• — Si on essayait d'appliquer aux développables 2 que nous venons 
ir la transformation de Legendre utilisée précédemment, on n'abou- 
as à des surfaces. Une surface développable a, en effet, pour polaire 
que non pas une surface, mais une ligne, chaque point de cette ligne 
ondant à une infinité de points de la développable, savoir tous ceux 
it sur la même génératrice. L'équation (54) montre que celle ligne 
ond dans le plan des Ç t) à la droite Ç = ^(1). Nous avons là un 
e évident des intégrales dégénérées auxquelles nous avons fait allu- 
écédemment (n° 143). 

'. — Les développables 2 sont les seules surfaces développables qui 
sent à l'équation (8). Si, en effet, on suppose que l'on ait 



^=^(S)=«"). 






éduira, en différentiant successivement par rapport à / et à ^, 

W'=^t^ ("^^^ ^t = ^^f (^) 
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et l'équation (8) ne pourra être vérifiée (sauf pour r— ^^ tt constants) que 

188. — 11 nous reste maintenant à déterminer complètement le mou- 
vement dont nous venons de trouver les propriétés générales, en supposant 
donné le mouvement du piston. 

Il suffit à cet effet de reprendre le mode de représentation employé aux 
n°" 146 et suivants (fig. 10). Le mouvement du piston nous fera con- 
naître la section a ^ (fig. 10) de la surface cherchée, par le plan nommé 
plus haut 0. £n chaque point de cette section, la développable admettra un 
plan tangent qui devra : 1^ Contenir la tangente à cette courbe ; 2*' Satis- 
faire à l'équation (54) ou, si Ton préfère, être parallèle à un plan tangent 
du cône C. Ce plan tangent sera donc connu. Quant à la génératrice de 
contact, elle sera parallèle à la génératrice correspondante du cùne C. Le 
lieu de ces génératrices sera la surface cherchée. 

Chacune des génératrices représente, comme on le voit, la propagation 
du mouvement donné au piston à l'instant correspondant à son point 
d'origine. 

180* ^ Analytiquement parlant, soit 
(67) *, = AO 

l'équation qui fait connaître l'abscisse x^ du piston en fonction du temps t^^» 
On aura pour la vitesse de ce même piston^ la valeur Uq = /'(/q)- ^^ rela- 
tion (54) donne dès lors la valeur a)^ de t>> au voisinage immédiat de ce 
piston. Par exemple, si la loi de détente est la loi de Poisson, (o^aura, 
d'après la formule (48), l'expression 

(58) .. = (i + (^:^)- — 

X étant toujours la vitesse du son dans Tétat initial. 

Le mouvement communiqué au piston à cet instant / se propage avec la 
vitessse /^ (w^). Au temps t > ^o» *1 ^st parvenu au point dont l'abscisse 
initiale est 

(59) a = x'(u,.)(<_O = (*._0^^ 

et auquel il communique à cet instant la vitesse Uq. 
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S supposons ici que ce point a été successivement atteint par les 
nées aux dlfTérents instants antérieurs à Iq ; son abscisse actuelle sera 
vidennment , 






is le signe j , t désigne une fonction de l\ définie par l'équation 
;oit 



^ du, 







plaçant t par cette expression, et, par conséquent dt par 



dt. 



-«^fê)' 



x= ( 



sque / WoG?/o ==j:o ®* ©ï* tenant compte de (59)) 

= x,^{t- t,) (o), ^^ — u^ = a:o -h (/ - <o) {^oT! (^o) -*- «'o) 

t^o étant les fonctions de t^ dont nous venons d'indiquer le calcul, 
nation de t^^ entre les équations (59), (60) donne le résultat cherché. 

. — On peut encore imaginer qu'au lieu du mouvement du piston, 
[le, pour chaque valeur du temps, la pression extérieure que ce 
supporte. II est clair que les calculs qui précèdent ne seront pas 
llement modifiés. Au lieu de Uq, c'est cd^ qu'on calculera tou 
par la résolution de Téquation (2'). On aura alors u^ == ^(1) — /(co^j), 
par une quadrature : après quoi, il ne restera plus qu'à écrire les 
5 (59), (60). 



Digitized by 



Google 



MOUVEMENT RCCTlLIGNB DBS GAZ 179 

101* — Grâce à Tio ter vent ion des ondes de discontinuité, nous avons 
pu, le gaz étant animé d'un mouvement donné à un instant donné, cons- 
taler Texistence, aux instants immédiatement suivants^ d'un mouvement 
satisfaisant tant aux équations internes qu'aux conditions aux limites. 
Avons-nous le droit d'en conclure que les discontinuités étudiées jusqu'ici 
permettent, à elles seules, d'assurer l'existence du mouvement pour toute 
valeur ultérieure du temps ^ Une telle afûrmalion ne serait nullement 
légitime. 

Il suffit, pour s'en rendre compte, de se placer de nouveau dans le cas 
simple de la vitesse de propagation constante. Le gaz étant en repos 
pour / == 0, mettons en marche, à cet instant, le piston d'abscisse 0, dans 
le sens positif, c'est-à-dire de manière à comprimer le fluide. Dans nos 
hypothèses à un instant quelconque /, le mouvement ainsi créé s'étendra 
aux points dont les abscisses initiales sont comprises entre zéro et 0/, le 
reste de la masse restant en repos. 

Or, on peut évidemment, en accélérant convenablement le mouvement 
du piston, faire que son abscisse, à un certain instant t, soit supérieure 
àO/. 

Il y a évidemment contradiction, les molécules voisines du piston 
devraient, à cet instant, coïncider avec certaines molécules encore en repos. 
Si nous voulons conserver nos hypothèses fondamentales d'impénétrabilité 
et de continuité (n*** 44-45), nous allons être obligés de faire intervenir 
des phénomènes distincts de ceux que nous avons décrits dans ce qui pré- 
cède. 

11 convient de remarquer que cette hypothèse d'une paroi se déplaçant 
avec une vitesse supérieure à celle des ondes n'est nullement théorique : 
elle se présente dans l'application la plus importante que l'on ait jusqu'ici 
songé à faire de la Dynamique des gaz, à savoir Tétude du mouvement des 
projectiles. On sait, en effet, que la vitesse de ceux-ci est plus grande que 
celle du son. 

102* — Toutefois, avant d'étudier les singularités qui doivent ainsi se 
produire lorsqu'on donne au piston un mouvement comprimant, nous 
devons en mentionner une qui se produit au contraire, dans le cas d'un 
mouvement décomprimant. 

Pour calculer la valeur de a>, nous avons résolu, par rapport à cette 
quantité^ l'équation (54). 

Nous devons nous demander si cette résolution est possible. La dérivée 
du premier membre par rapport à a> est toujours différente de zéro (elle est 
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égale à x.'(w) = y^ («**))• ^ P^ut donc prendre toutes les valeurs négatives 
possibles, s'il tend vers — oo pour w = -f- oo , c'est-à-dire si l'intégrale 

est infinie. 

C'est ce qui a lieu pour la loi de Mariolle, la fonction x(^) étant alors 
logarithmique. 

Mais il en est autrement dans le cas de la loi de Poisson. Pour celle-ci, la 
formule (43) donne 

x(i)-x(») = -^§-j- 

Lorsque le piston arrivera à prendre une vitesse négative et qui (en va- 
leur absolue) soit, avec la vitesse du son correspondant à l'état initial, dans 

2 
le rapport — —-j le fluide cessera de le suivre : entre eux un vide se pro- 
duira, tout comme si on avait affaire à un liquide. La seule différence est 
que les dernières couches de gaz seront infiniment dilatées (puisque (i> sera 
devenu infini (^)), au lieu que, pour un liquide même un peu compressible, 
la séparation aurait lieu à partir d'une certaine valeur finie de co. 

2X 
Tant que la vitesse du piston n'atteindra pas la valeur négative ^^ 

son mouvement produira, au contraire, à chaque instant, dans les couches 
voisines^ un état déterminé, qui se propagera comme nous l'avons dit, au 
moins pendant un certain temps» jusqu'à ce que se produisent les singu- 
larités dont il nous reste à parler. 



§ 3. — LE PHÉNOMÈNE DE RIEMANN-HUGOiNIOT 



103. — Si, comme nous Pavions supposé un instant tout à Pheure, le 
mouvement obéit à Péquation (8') il est aisé de voir que la singularité dont 



(1) Nous nous plaçons, bien entendu, dans Thypothëse toute théorique où le fluide 
garderait ses propriétés jusqu'au zéro absolu, que cette détente indéfinie permettrait 
d'atteindre. 
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Texistence nous est apparue comme nécessaire au n'fOf apparaîtra (et cela 
pour la première fois) au moment où une compression infiniment grande 
se produira, u) devenant nul. 

En eiïet, le fluide étant supposé primitivement en repos, un mouvement 
qui s'y propagera dans le sens positif (à partir de Tinstant ^ = 0) aura 
pour équation. 

(61) a? = a -^ f{U — a) (a < e<) 

avec /*(0) = /' (0) = 0. La fonction /"sera donnée par la relation 

m) = œ,, 

jTq représentant encore Tespace parcouru par le piston. Si cette quantité jr^ 
est une fonction dérivable du temps^ x sera une fonction dérivable de a et 
de t. Dans tous les cas, d'ailleurs, à chaque système de valeurs de a et de ^ 
correspond une seule valeur de x. Pour qu'inversement, à un système de 
valeurs de x eiàe t corresponde une seule valeur de a, il faut et il suffit 

que la dérivée (0= -~ ne change pas de signe. Si cette condition cesse d'être 

remplie, ce sera à partir du moment où cd s'annulera. 

Comme les valeurs de (o se propagent à partir de l'extrémité a = 0, ce 
phénomène se produit tout d'abord au contact du piston. 

104. — Nous allons voir avec Riemann et Hugoniot qu'il en est tout 
autrement lorsque la fonction ^(u>) ne se réduit plus à une constante et, 
en particulier, dans le cas de la loi de Poisson. 

Dans ce cas, en effets w ne peut devenir nul que lorsque la vitesse devient 
infinie* Mais, d'autre part, au lieu du cylindre défini par l'équation (61), 
nous aurons une surface développable dont l'arête de rebroussement sera 
située à distance finie, (du moins tant que la vitesse du piston ne sera pas 
constante). 

Dès lors â?, considéré comme fonction de a {t étant regardé comme cons- 
tant) peut présenter deux sortes de singularités : 1° celles pour lesquelles J^- 

est nul, analogues par conséquent à celles dont nous venons de parler ; 
2^ celles qui corres|K)ndent à l'arête de rebroussement de la surface. 

C'est ce que l'on peut vérifier directement par l'étude de la dérivée ^ • 



Digitized by 



Google 



(62) 



182 CHAPITRE IV 

Si, en effeti on différencie les formules (59), (60) pour t constant, on 
trouve 

da = [(< - /„) -/U,) ^ - y.'K)] dt, 

dx = u., [(« _ t,) y; (a..) ^» - jr'(o,,)] d< 

Ëliminant c^/^, on aura la valeur de — par le quotient des dérivées 
■fT ' ZTT y ^^ moins tant que la première de ces quantités ne s'annulera pas. 

Par conséquent, sauf le cis de u) = 0, de w = oo lequel, comme nous le 
savons, ne peut se produire qu'^u contact du piston, il ne peut y avoir 

d'autres singularités que celles pour lesquelles -rr s*annule et par consé- 

quent aussi ^. Comme on sait, ceci caractérise un point de rebrousse- 

ment de la courbe décrite par le point (<z, x) lorsque t^ varie. Les dérivées 
premières de x par rapport à a et à ^ restent alors continues, mais les dé- 
rivées secondes deviennent in unies. 

Ici, d'après les formules (62), ce point de rebroussement est donné par 
réquation 

105* — L'interprétation physique de cette circonstance est d'ailleurs 
simple. Il sufGt de nous rappeler que chaque génératrice de notre déve- 
loppable représente la propagation, avec la vitesse / ('»*)» d'un mouvement 
déterminé, caractérisé par un système de valeurs déterminé de u et de w. 
Un point de Taréte de rebroussement de notre surface correspond à la ren- 
contre de deux génératrices extrêmement voisines, par conséquent, à la 
rencontre de deux ondes consécutives, la seconde rattrapant la première. 

196. — Si, au lieu de la surface représentative des déplacements, on 
considérait celle qui figure, en fonction de a et de ty les dilatations, ou celle 
qui figure les vitesses, les deux ondes consécutives dont nous venons de 
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parler correspond! aient, sur Tune quelconque de ces deux surfaces, à deux 
génératrices ayant mêmes projections horizontales que celles de ladévelop- 
pable. Ces nouvelles génératrices ne se rencontreraient d'ailleurs plus dans 
Tespace, et le point de rencontre de leurs projections horizontales serait 
simplement le pied de leur perpendiculaire commune, de sorte que Tarête 
de rebroussement de notre développable correspond à la ligne de striction 
de la surface des dilatations ou de celle des vitesses, ces surfaces ayant, en 
chaque point de cette ligne, un plan tangent vertical. 

107. — Les surfaces ainsi construites permettent de se figurer d'une 
manière simple le phénomène qui nous occupe, en considérant leurs sec- 
tions par les plans t = const. Cha- 
que point fx {fig, 12, 13) d'une 
telle section appartient en effet, à 
une certaine génératrice, corres- 
pondant à une onde déterminée, 
et nous savons que ces différentes 
ondes se déplacent avec des vitesses 
inégales, suivant qu'elles sont plus 
ou moins comprimées. Par con- *'€•• '^ 

séquent, pendant un temps donné i' ~^t, elles auront décrit des chemins 
iuégaux, et la courbe de section, lieu du point {i, se sera déformée. Si les 
ondes d'avant sont celles qui se propagent le plus rapidement, les distances 

horizontales auront augmenté 
et la courbe se sera étalée dans 
le sens horizontal (Jîg. 12). 
Mais, dans le cas opposé, 
{fig, 13) la courbe tend au 
contraire à se redresser et rien 
n'empêche qu'à un certain ins- 
tant T, une de ses tangentes ne 
devienne verticale. Si l'on sui- 
vait la même déformation aux 
instants suivants fy on verrait 
l'inclinaison de cette tangente sur la verticale changer de sens et les diffé- 
rentes parties de la courbe se dépasser les unes les autres, absolument 
comme il arrive dans une vague qui déferle. 

108. — Dans le cas de la loi de Poisson ou de celle de Mariotte, les 




Fig. 13 
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ondes les plus comprimées sont celles qui se propagent le plus vite : autre- 
ment dit, la vitesse i^ (u)) est une fonction décroissante de co. Nous nous 
placerons donc dans l'hypothèse où cette condition est vérifiée ('). Alors 

comme — est croissant avec u^, il faudra que coite dernière quantité soit 

croissante avec le temps ; — autrement dit, que le pislon ait une accéléra- 
tion positive — pour qu'une onde puisse en rattraper une autre née anté- 
rieurement à elle. 

Si donc on donne au piston un mouvement à accélération -r^ négative 

(autrement dit. dirigée dans le sens de la décompression), les ondes ainsi 
engendrées ne se rattraperont point. De fait» la formule (63) où Ton a 
^"(w) <, montre que le point de contact de la génératrice de notre dé- 
veloppable avec Taréte de rebroussement correspond à une valeur négative 
de < — Iq et, par conséquent, aussi de a. La surface représentative du 
mouvement n'offrira aucune singularité, et donnera bien l'équation d'un 
mouvement physiquement possible (du moins tant que n'interviendra pas 
le phénomène signalé au n^ 102). 

tOO. — Supposons, au contraire, que l'accélération -r^® soit, à un ins- 

tant quelconque, positive. Alors, Tonde née à cet instant rattrapera l'onde 
immédiatement antérieure, à un instant t donné par l'équation (68), soit 



t = t 










Le temps nécessaire pour que la rencontre des ondes consécutives se 
produise est, comme on le voit, pour une même valeur de la vitesse, d'au- 
tant plus considérable que l'accélération du piston est plus petite. Dans le 
cas, précédemment examiné, où Ton aurait affaire à des mouvements infi- 
niment petits, cette rencontre serait indéfiniment éloignée. 

Si l'accélération était celle qui est due à la pesanteur, le gaz étant primi- 
tivement à la température 0^ et à la pression atmosphérique normale, la 
quantité x'(wo) serait initialement, c'est-à-dire pour(u)ç = 1) égale à la vi- 



(*) On peut remarquer que l'hypothèse opposée X'W > ne pourrait être véri- 
fiée, ou du moins ne pourrait l'être constamment, sans quoi p serait, à partir d'un 
certain moment, inférieur à une expression de la forme f3'), ce dont nous avons 
montré l'impossibilité au n® i44. 
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(esse du son soit, pour l'air, 330 mètres environ par seconde, ^rr-^ aurait la 
valeur — ^ii i = — ^?-±-i. En prenant ^° = - ,on trouverait que 

la première onde ne sérail rattrapée par les suivantes qu'au bout d'environ 
28 secondes, temps pendant lequel elle aurait parcouru un peu plus de 
9 kilomètres. 

Au contraire^ dans le cas où le gaz serait comprimé par une explosion, 
comme dans les expériences de M. Vieille dont nous parlerons tout à 
rheure, les ondes se rattraperaient dans l'intervalle de quelques centi- 
mètres. 

En tout cas, ce qui est certain, c'est que, cette fois, la singularité ne 
saurait, comme dans Thypothèse traitée au n^ t03> se produire au contact 
du piston. La valeur de t — /^ est toujours diiïérente de : c'est dans la 
masse m(\me du gaz que les ondes se rencontreront. 

SSOO. — Nous avons vu que la compression ne pouvait, dans l'hypo- 
thèse actuelle, devenir indéûnie. 11 est, par contre, aisé de voir qu'on peut 
lui faire atteindre une valeur aussi élevée qu'on veut avant que le phéno- 
mène dont il s'agit se présente. 

Cherchons, en effet, la condition pour que ce phénomène n'ait pas lieu 
avant l'époque T. Le temps t donné par la formule (63) devra être infé- 
rieur à T, soit 

Or, cette inégalité exprime que le produit A = (T — t^) x'{%) ^^^ ^^^ 
croissant (*) On peut toujours faire crottre la compression assez lentement 
pour qu'il en soit ainsi. Cette condition est même compatible avec celle-ci 
que (Dq ait, à Tinstant T, une valeur donnée arbitrairement petite. En effet, 
^'(wjj) est égal à la dérivée changée de signe du produit dont nous venons 
de parler par rapport à t, pour t = T, dérivée à laquelle on peut assigner, 
sans que A cesse d'être décroissant, une valeur (négative) arbitraire. 

Cette valeur peut même être nulle, de sorte que l'on pourrait arriver ù 
une compression indéfinie, si l'on pouvait augmenter indéfiniment la 
vitesse du piston suivant une loi convenable. 



(•) Ceci est, au reste, évident a priori diaprés Téquation (59), puisque nous 
avons à exprimer qu'une onde quelconque est, à l'instant T, en arrière de celles qui 
sont nées immédiatement avant elU 
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201. ^ Nous venons de supposer le produit A toujours décroissant. 
Uu arriverait-il si l'on réglait, au contraire, le mouvement du pislon de 
manière à ce que ce produit conserve une valeur constante? 

Dans ces conditions, toutes les ondes se ratlraperaient à Tépoque T. Au- 
trement dit, toutes les génératrices de noire développable se rencontreraient 
en un même point. 

Celte développable se réduirait donc à un cône, cône évidemment égal 
au cône C considéré au n** 183. La trace d'un tel cône sur le plan a = 
fournirait ainsi le mouvement qu'il conviendrait de donner au piston pour 
que A soit constant. 

L'équation (59) montre que la valeur constante de A n*est autre que 
l'abcisse du sommet du cône, c'est-à-dire du point de rencontre commun 
des ondes. 

!^9. — On ne peut d'ailleurs continuer ce mouvement du piston jus- 
qu'au temps <o = T, puisqu'alors la densité et, par suite, la vitesse devien- 
draient infinies. 

Supposons qu'on le continue jusqu'à un instant /i, — pour lequel t^^ 
aura une certaine valeur u^ et tù^ une certaine valeur u^ — , et qu'ensuite 
on diminue l'accélération de manière que l'onde née à l'instant ^j ne soit 
plus rattrapée par les suivantes avant Tépoque T (par exemple, qu'on rende 
le mouvement uniforme pour / > ^i). Alors, pour a infiniment voisin de 
{t — 'i)x'(^i) i«ais inférieur à cette quantité, la vitesse u serait sensible- 
ment égale à Wj et la dilatation à Wi. En particulier, pour i = T, ces valeurs 
de u et de (1) conviendraient au point a = A — e, e étant un nombre posi- 
tif infiniment petit. 

Or, pour < = T, a = AH-e, onaw = 0, tt>==l. 

Donc, pour i = T, a = A, la vitesse et la densité changeraient brusque- 
ment : on serait en présence d^ une discontinuité du premier ordre et non 
plus du second. 

203. — A partir de la rencontre des ondes consécutives, les équations 
(59) et (60) cessent de donner un mouvement physiquement acceptable. 

C'est ce que mettent déjà en évidence la surface des vitesses et celle des 
dilatations puisque la section d'une de ces surfaces par le plan ^ = T a une 
tangente verticale {fig. 13) et que, pour ^ = T H- e, le signe du coefficient 
angulaire de la tangente change en certains points, de sorte que cette 
courbe est coupée en plusieurs points par une ordonnée convenablement 
choisie. On serait dès lors conduit, pour une même particule et un même 
instant, à plusieurs valeurs de la vitesse. 
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204. — Pour reconoattre le môme fait à l'aide de la développable repré- 
sentative du mouvement, rappelons-nous qu'une développableest partagée 
par son arête de rebroussement en deux nappes et qu'une génératrice quel- 
conque passe d'une nappe à l'autre au moment où elle toucbe celte arête 
de rebroussement. 

Dans la développable considérée actuellement, si T est l'instant où la 
génératrice G^ correspondant à l'onde initiale toucbe l'arête de rebrousse- 
ment (en admettant, pour fixer les idées, qu'elle attei- 
gne cette arête pour t positif et soit, d'autre part, la 
première à l'atteindre), toute la portion correspondant 
à ^ <C T appartiendra à une première nappe. La 
section par le plan t =T — e sera une certaine courbe 
venant se raccorder, en un point de G^, avec la ligne 
droite, section du plan œ = a {fig. 14). ° ^ 

Pour / = T -f- e, d'après ce que nous venons de dire, la génératrice Gq 
sera passée sur la seconde nappe de la surface. Donc, la section de celte 
dernière par le plan ^ = T -+- « ne viendra se raccorder avec la droite x = a 
qu'après avoir franchi l'arête de rebroussement. 

Pour une telle valeur de t, x serait représenté en 
fonction de a par une ligne ayant, non plus la forme 
représentée {fig. H), mais celle qui est représentée 
dans la figure 14^" et qui détermine avec la droitar = a 
un petit triangle mixtiligne. Ceci est physiquement 
^' " absurde, puisque toutes les ordonnées qui traverse- 
raient ce triangle donneraient trois valeurs de x pour une valeur de a. 

20«>. — Un nouveau problème se pose donc à nous, la recherche de la 
singularité qui prendra naissance à partir de l'instant T. Dans le cas par- 
ticulier considéré tout à l'heure (n° 202), celte singularité était une dis- 
continuité du premier ordre. Nous sommes donc conduits à nous demander 
s'il n'en serait pas de même dans le cas général. 

A cet effet, il faut d'abord étudier les conditions de propagation d'une 
telle discontinuité. 

Celte étude ne saurait se faire, comme celle des discontinuités du second 
ordre, è l'aide de l'équation (8) du mouvement : car les raisonnements qui 
conduisent à celle équation supposent la vitesse continue. Il semble même, 
au premier abord, que les principes généraux de la Dynamique impliquent 
une telle discontinuité, et même l'existence de l'accélération, puisque c'est 
celle-ci qui fait connaître la force. Nous allons voir cependant que, conve- 
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nablement appliqués, ces principes permettent de rendre compte du phéno- 
mène dont il nous reste à traiter. 

Le fluide étant toujours rapporté à un état initial homogène, soient Ui^u, 
les deux valeurs de u de part et d'autre de la discontinuité; oip ca^, celles de 
la dilatation ; pi, p,, celles de la pression ; 0, la vitesse de propagation 
(comptée sur notre étal initial). Nous aurons d'abord la condition cinéma- 
tique 

(64) w, — Wj -h e ((0, — to,) = 0. 

Pour écrire maintenant la relation dynamique qui existe entre les forces 
agissantes et le mouvement, considérons deux positions consécutives 
A A\ B B' occupées aux instants t ei t ~h dt par la tranche de discontinuité 
et dont la distance est^ par conséquent, sur l'état initial, mesurée par Qdt. 
Nous allons appliquer au petit volume fluide A A', B B' dont la masse est 
p^S^dlj en désignant par S la section du tube, et qui (en supposant pour 
ûxer les idées 6 positif) passe de Télat (Wj, p^, w^) à l'état (Wj, pj, wj, l'équa- 
tion fondamentale de la dynamique, en écrivant que la variation de sa 
quantité de mouvement, pendant le temps dt, est égaleà Timpulsion totale, 
pendant le même temps, des forces qui agissent sur lui. Celles-ci sont, 
d'une part (s'il y a lieu) les forces appliquées aux éléments de masse et 
dont l'impulsion sera de l'ordre de dl^ (puisque la force elle-même et la 
durée de son action contiendront toutes deux dt en facteur) ; d'autre part, 
les pressions sur les deux surfaces A A^ BB', dont les impulsions respec- 
tives seront pj Sdt, — p^ Sdt. 

La vitesse de la portion de fluide envisagée, passant, pendant le temps 
dl j de u^ku^, il vient (en divisant par Sdt) 

(65) A — P2 = PoM"i — "i)- 

Comme on le voit, le fait qu'une force finie (la différence de pression de 
part et d'autre de la discontinuité) produit, non une accélération, mais un 
changement brusque de vitesse^ s'explique d'une façon toute naturelle; il 
lient à ce que, grâce à la propagation de la discontinuité, la force en ques- 
tion n'est pas appliquée, comme il arrive d'ordinaire, à une niasse de gran- 
deur déterminée, mais k une masse infiniment petite avec le temps pendant 
lequel on la considère. 

206. — Après avoir écrit les deux équations (64), (65), Riemann en 
obtient une troisième en exprimant que le changement de densité dans une 
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tranche traversée par la discontinuité se fait sans dégagement ni absorption 
de chaleur et est gouverné par la loi de Poisson, soit 

(66) Px^i:=Pi^2y 

égalité qui, au reste, est vérifiée d'eUe-mème si le gaz, parti d'un état par- 
iaitement homogène, est arrivé à son état actuel par des transformations 
satisfaisant toutes à la loi de Poisson. 

Par conséquent, si deux régions contiguës du fluide sont en discontinuité 
du premier ordre, il faut, pour qu'il y ait compatibilité, Téqualion (66) et 
l'équation 

(67) (u. - u,y = f (p, - p,) («", - «-,) 

Po 
obtenue en éliminant entre (64) et (65). 

SOT* — Si ces conditions sont remplies, la discontinuité se propagera 
avec une vitesse 0, solution commune des équations (64) et (65). On peu^ 
exprimer cette vitesse en fonction des pressions et des densités, de manière 
à obtenir une expression analogue à (24). L'élimination de u^ — u^ donne 



(68) e=4/-^î £i-,. 

^ ^ Y Po (wa — ^i) 

On voit que, contrairement à ce qui arrivait pour l'expression (24), la 
vitesse dépend ici des deux pressions et des deux densités. Si l'on considère p 
comme l'ordonnée d'un point dont l'abscisse est co, les couples de valeurs 
{^ijPi) ^^ (^i> Pi) correspondront à deux points situés, d'après (66), sur 
une même courbe de la forme 

(2') pw"» = A. 

La quantité sous le radical, dans la formule (68), est, au facteur — - 

Po 
près, le coefficient angulaire de la droite qui joint ces deux points. 

La quantité analogue qui intervenait dans la formule (24) correspond de 
même au coefficient angulaire de la tangente à la courbe (2'). Lorsque la 
discontinuité est infiniment petite (p^ très voisin de p^) la vitesse est, 
comme il était naturel de s'y attendre, sensiblement égale à celle qui cor- 
respond à une discontinuité du second ordre. Mais il en est autrement sip^ 
est notablement différent àep^ et, en particulier, pour un système de va- 
leurs déterminé dep^ et (1)4, peut prendre des valeur^ aussi grandes qu'on 
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veut pour p^ suffisamment grand. Ainsi la marche de Tonde n'est plus 
figurée par une caractéristique, mais par une ligne de direction quelconque. 

SM8* — L'influence ainsi exercée par une discontinuité du premier 
ordre sur la vitesse de propagation apparatt clairement dans les expériences 
de M. Vieille ('). 

Ces ex))ériences ont consisté à provoquer, soit par la délonalion d'une 
petile quantité d'explosif, soit par la t*upture (sous l'influence d'une forte 
pression d'air) d'ampoules de verre ou de diaphragmes de collodion, un 
ébranlement assez énergique dont on enregistre la marche dans un tube 
bien cylindrique et parfaitement clos. 

Si Tonde ainsi produite était du second ordre, il résulte des considéra- 
tions précédentes que sa vitesse de propagation serait rigoureusement indé- 
pendante de la nature du mouvement propagé, et égale à la vitesse du son 
dans le milieu primitif (330 mètres par seconde, environ). 

Or, en élevant suffisamment la pression, M. Vieille a pu obtenir des 
vitesses de propagation supérieures à 1200 mètres. 

On voit que ce seul fait suffit à mettre en évidence Texistence d'une 
discontinuité du premier ordre et à montrer qu'elle modifie la vitesse de 
propagation. 

D'autre part, si Ton inscrit, à l'aide d'appareils appropriés, la loi de 
variation des pressions en un point, on constate qu'à une certaine distance 
du lieu de l'explosion, la pression atteint immédiatement sa valeur maxima, 
tandis que, dans certaines expériences au moins, le même fait ne se met 
pas en évidence au voisinage immédiat du point de départ. Les tracés obte- 
nus montrent donc alors la discontinuité comme étant initialement du 
second et changeant de nature au cours de sa propagation. C'est le phéno- 
mène même que nous avons considéré dans ce qui précède. 

209. L'objection d'Hugoniot. — Les conclusions que nous venons 
d'obtenir ont été établies dans l'hypothèse où Ja loi de Poisson était appli- 
cable. 

Hugoniot a montré que celte hypothèse n'était plus légitime dans le cas 
des condensations ou dilatations brusques. 

Reportons-nous, en effet, à ce qui a été dit au n** 120 (ch. 111). En cet 
endroit, nous avons établi que l'expression de la quantité de chaleur déga- 



(«) G.-R. Ac. So. 1898.1809; Mémorial des Poudres et Salpêtres, tome 10, p. 177- 
260 ; 1900. 
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gée dans une condensation est la même, quel que soîl l'état de repos ou de 
mouvement du fluide. Mais le raison nemen! que nous avons employé 
suppose essentiellement les vitesses continues : il repose sur une combinai- 
son des équations du mouvement, analogue à celle qui conduit au théorème 
des forces vives dans la dynamique des corps solides, et qui change de 
forme lorsque la vitesse varie brusquement. 

Pour voir quelle sera la véritable condition d'adiabaltcilé, nous repren- 
drons Téqualion qui exprime la conservation de Ténergie et que nous 
regarderons comme tout à fait générale, que les changements de vitesse 
soient continus ou instantanés. Nous appliquerons cette équation, comme 
plus haut, au petit volume fluide compris entre les positions A A^ B B' du 
plan de discontinuité aux deux instants consécutifs ^ et / -h dt. 

Le travail des forces agissant sur les éléments de masse est, comme pré- 
cédemment, négligeable. Celui des pressions sera (pj w, — p^ u^) dlS. Nous 
écrirons donc que cette quantité est celle dont a varié, pendant Tintervalle 
de temps dt, la somme de la demi-force vive et de Tcnergie interne. Le 
premier terme est facile à évaluer puisque la masse fluide, égale à Sp^O dt, 
a passé de la vitesse u^ à la vitesse i^j. 

Quand à Ténergie interne d'un gaz parfait, son expression est connue. 
En remarquant : !•* Qu'elle ne dépend que de la température seule ou, ce 
qui revient au même, du produit du volume par la pression ; 2* Que, si le 
gaz subit une détente adiabatique lente, la variation d'énergie est unique- 
ment mesurée par le travail de la pression extérieure, c'est-à-dire par pd^^ 
^ étant le volume, on trouve que cette énergie a pour valeur 

m — i m — 1 



L'équation cherchée est donc 

B 



m: — u 



^ _ I ^/'l "*! JHi ^2) ^ fO" 2 



Il est toutefois nécessaire de lui donner une forme un peu différente, car 
elle semble au premier abord contenir les deux vitesses u^ et u^ et non 
point leur différence, laquelle doit seule intervenir pour que le résultat 
obtenu soit indépendant d'un mouvement de translation commun du 

système. C'est à quoi Ton arrive en multipliant Téquation (65) par -^ — ^ 



et retranchant de l'équation précédente. Celle-ci devient 
(69) (P>-^P.U-,-^,) = _^ (p,o>. -p,.,). 



Digitized by 



Google 



492 CHAPITRE IV 

La relalion entre les deux pressions et les deux densités s'oblient en 
éliminant Wi — m, entre (64) et (69), soit 

(,o) (p.+p,)K-->0 = ^(p. .. -p..,). 

21 0« — Telle est la relalion qu'Hugoniot a substituée à (66) pour 
exprimer que la condensation ou dilatation brusque se fait sans absorption 
ni dégagement de cbaleur. On lui donne actuellement le nom de loi adia- 
halique dynamique, la relation (66), qui convient aux changements lents, 
étant désignée sous le nom de loi adiabatique statique. 

Lorsque p^ est très voisin de p^ et co^ de (o^, toutes deux donnent 

Ap . Aw A 
p (i> 

Dans le cas contraire, il est aisé de voir dans quel sens ces deux relations 
diffèrent entre elles. Celle de Poisson donne 



tandis que la valeur déduite de la formule (70) est 



Pi 
Pi 



U), 



(m-^l)^-(m-i) 
(70') £i= ^ 



Pi 



U), 



m -h 1 — (m — ^) —* 



Soit r = ^ . Les deux fonctions r"» et r^ — -, — jv^ i on* respec- 

(Oj m -t- 1 — (m — l)r* ^ 

tivement pour dérivées logarithmiques - et 

m H- 1 m — i 

(m -f- 1) r — (m — 1) m H- 1 — (m — 1) r 

4m 

"" 2r {m^ -f- 1) — (1 -H r«) (m« — 1) 

pour r voisin de i, la seconde de ces deux fractions est plus grande que la 
première (*). Si donc, regardant pj et w^ comme connus, on considère w^ 



(*) En leur donnant le numérateur commun 4m, la différence des dénominateurs 
est 

2r (m2 4- 1) — (1 + r^) (m^ -. l) - 4r = — (1 — r)« (m* — 1). 
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comme une abscisse eip^ comme une ordonnée, les équations (66) el (70) 
représenteront deux courbes osculalrices en leur point commun et dont la 
seconde monte plus vite que la première : autrement dit, pour une même 
variation de la densité, la pression éprouve un plus grand changement 
d*après la loi d'Hugoniot que d'après celle de Poisson. 

Il y a plus : le rapport des pressions est nul ou infini dans la manière 
de voir d'Hugoniot sans qu'il en soit de même du rapport des densités, 
savoir, pour la valeur 

tOj m -f- 1 

u)j m — 1 

Le second membre de cette égalité est, nous l'avons vu, à peu près égal 
à six pour la valeur admise du coefGcient m. Ainsi, dans une discontinuité 
où la densité varie du simple au sextuple, la pression devient nécessaire- 
ment nulle ou inGnie. 

Quant à la vitesse de propagation, il est clair que si (outre pi et Wi) on 
donne w^, elle sera plus grande d'après (70) que d'après (66), el que l'in- 
verse aura lieu si c'est p^ qui est donné. 

SI !• — Après le passage de la discontinuité du premier ordre, le pro- 
duit pco'" redeviendra constant en fonction du temps. Mais il est clair qu'en 
général ce produit aura une valeur différente pour chaque molécule : de 
sorte qu'ensuite l'équation aux dérivées partielles du mouvement n'aura 
plus la forme (8), mais bien la forme (6) (avec X = 0) et cela, même si 
le gaz était parfaitement homogène avant le passage de la discontinuité. 
k sera une fonction de a dont on obtiendra l'expression en calculant ce 
qu'est la discontinuité au moment où elle atteint la molécule d'abscisse a. 

La forme de cette fonction dépend donc de toutes les circonstances anté- 
rieures du mouvement et, par conséquent, si l'on tient compte de l'objection 
d'Hugoniot, on voit qu'il n'existe aucune équation de la forme (8), ni 
même de la forme (6), qui soit vériBée par tous les mouvements d'un gaz 
donné. Comme le remarque Hugoniot, pour obtenir une telle équation, il 
faut considérer kj dans l'équation (6), comme une fonction inconnue de a, 
et l'éliminer en diiïérentiant par rapport à t. Ceci donne, comme il est aisé 
de le voir, deux équations aux dérivées partielles du quatrième ordre (*). 



(0 Hugoniot, dans son Mémoire, obtient, comme résultat de cette élimination, une 
seule équation du troisième ordre. Il y a là une erreur, tenant à ce que l'auteur 
suppose préalablement effectué un certain changement d'état initial, lequel suppose 
la connaissance de la fonction k. 

Hadamaro 13 
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212. — Les expériences de M. Vieille paraissent confirmer les vues 
d*Hugoniot que nous venons d'exposer. Dans le seul cas où l'on ait pu 
enregistrer à la fois les différences de pression et les vitesses de propagation, 
les premières étaient d'environ 3 atmosphères, les secondes de 601 à 609 
mètres par seconde, valeur à peine différente de celle de 600 mètres qui 
correspond à la loi d'Hugoniot. La loi de Poisson donnerait une vitesse un 
peu plus faible (environ 14 mètres de moins). 

La divergence entre les deux hypothèses devient plus accusée lorsqu'on 
passe à des discontinuités plus intenses, comme celle que produit le mou- 
vement des projectiles d'artillerie. Ceux-ci sont lancés avec des vitesses 
telles que 800 à 1200 mètres. Ils sont précédés d'une onde aérienne qui, 
du moins dans sa partie frontale, est du premier ordre, sensiblement 
plane et se propage avec la même vitesse qu'eux. Or, quoique le 
mouvement de l'air soit évidemment assez différent, de ceux que nous 
éludions dans le précédent Chapitre (*), il existe une remarquable concor- 
dance entre les résistances éprouvées par le projectile et les différences de 
pression correspondant aux valeurs observées de la vitesse. Ainsi on trouve, 
par exemple, une résistance mesurée de 15 kilogrammes par centimètre 
carré pour une vitesse de 1200 mètres, laquelle correspondrait, dans la 
théorie d'Hugoniot, à pj — Pi = 15''^,64. La loi de Poisson exigerait, au 
contraire, une surpression de 17^,24 (*). 



213* — Considérons maintenant une discontinuité du premier ordre 
quelconque, l'état du gaz étant caractérisé à gauche de cette discontinuité 
par les quantités pt, co,, u^ et à droite par les quantités p^, co,, u,. 

En général, il n'y aura pas compatibilité : un nouveau mouvement 
prendra donc naissance et il y a lieu de rechercher les valeurs de p, w et od 
correspondantes. C'est ce que nous allons faire en nous plaçant successive- 
ment dans l'hypothèse de Riemann (celle où la loi de Poisson reste exacte) 
et dans celle d'Hugoniot. 

Nous supposerons d'ailleurs, dans le premier cas, que l'état considéré 
provienne d'un état antérieur parfaitement homogène, et que, par consé- 
quent, on ait, pour tous les états envisagés, l'équation (2'). 

En considérant encore une fois u> et p comme des coordonnées, cette 

(1) Il est clair, d*une part, qu'il y a écoulement latéral, d'autre part, que la résis- 
tance n'est pas la différence entre la pression à la tête du projectile et la pressioo 
atmosphérique ordinaire, mais entre la pression de tête et la pression à l'arrière, 
laquelle e8\i plus petite que la pression atmosphérique. Comparer plus loin, noUtH. 

(-) Vieille, Mém. Poud. Salp., loc. cit., p. 255. 
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équation représente une courbe dont fonl partie les deux points (<o,, p^), 
(ti)j, Pj) et sur laquelle devra également se trouver le point (w, Jj) corres- 
pondant à Tétat inconnu qui s'établira dans la tranche Intermédiaire. De 
plus, si u désigne la vitesse dans cette tranche, on devra avoir 



(71) 



{p — Pi) (^1 — ^ ) 
Po 



W — Ui = i/ * 



-a>) 



et, par conséquent, en éliminant u 

(72) a = u,^u, = v/F, - \/P, 

F^ et P, désignant respectivement les quantités qui Ggurent sous les radi- 
caux des deux formules (71). 

Mise sous forme entière, Téquation précédente peut s'écrire sous l'une 
des formes équivalentes 



(73) 



V 4a» P. = (P, - P, -i- a^y 
} 4a« P, = (P, - P, ~ a^y 



où a désigne u^ — u^. Dans le système de coordonnées adopté elle repré- 
sente une conique inscrite au rectangle A, A^ B^ B, (fig. 15) qui a pour 
sommets opposés les deux points A,, A, 
et dont les c<^tés sont parallèles aux 
axes. La corde Ci D^ qui joint les points 
de contact avec les côtés Aj B^, A^ B, 
a pour équation Pj — P^ -h a* = 0, 
et la corde analogue C, D^ (fig. 15), 



Pi - P, 



a' = 0, pendant que 



P, — Pj =0 représente la diagonale 
Bi Bj. 




Fig. 15 



1 



Il est aisé de voir que, pour a* compris entre et — [p^ — p,) (w, — to^), 

Pô 

la conique (73) est une ellipse et que, lorsque a* dépasse cette limite 

— (pj — pg) (tOg — (Dj), elle est une hyperbole ayant ses deux branches 

Po 

respectivement comprises dans les opposés par le sommet des angles A^ et 
A, du rectangle. 

Dans les deux cas, cette conique coupera notre courbe (2') en deux 
points A', A*' situés, l'un sur Tare C, Di, l'autre sur Tare C, D^. 
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Mais pour que la solution correspoodant à l'un des points A' ou A" soit 
acceptable, elle doit satisfaire à une condition d'inégalité que nous n'avons 
pas encore écrite. La tranche intermédiaire devant être contiguë à gauche 
avec le mouvement (/?j, Wj, w,) et à droite avec le mouvement (pj, to^, w^), 
on doit évidemment avoir 

(74) e, < 0,. 

Les quantités G^ et 6^ seront données par l'application de la formule (64) 

en fonction de m — u^ et de u — Wj, c'est à-dire de v/P| et de y P2» les radi- 
caux ayant la même détermination que dans Téquation (72). 

On voit alors aisément que, des deux points A' et A", il en est toujours 
un et un seul qui satisfait à Tinégalité (74) et qui, par conséquent fournit 
la solution du problème posé, solution dans laquelle le mouvement inter- 
médiaire se propage en sens contraires à l'intérieur des deux mouvements 
primitifs. Il est clair, d'après ce qui précède, que la pression et la densité 
du nouvel état ainsi créé seront on non comprises respectivement entre les 
pressions et les densités primitives, suivant que la diflérence des vitesses 
données u^ et w, sera inférieure ou supérieure à la moyenne géométrique 

entre p, — p, et -• (w^ — oi) = - — - . 

Po Pa ?i 

214. — Mais on peut présenter cette même discussion sous une forme 
à certains égards plus simple en donnant un nom aux seconds membres 
des équations (71). 

p,, w^ étant toujours censés représenter les coordonnées du point Aj, 
eip.^, t»>2 représentant de même les coordonnées d'un second point Ag, cou- 
de donner à l'expression \ / - (pi — p^) (wj — wj (le radical étant 
V Po 

pris avec le signe -f-) le nom de distance hyperbolique des deux points 
Al, Ag et de la désigner par la notation A| A^. 

Cette dislance hyperbolique ne sera d'ailleurs réelle, bien entendu que si 
les quantités Wj, w^ ont un ordre de grandeur inverse de celui de p, et de 
^2- Mais c'est ce qui aura toujours lieu si les deux points considérés appar- 
tiennent à la courbe (2'). 

Gela posé, lorsque nous donnons deux états du fluide entre lesquels 
existe une discontinuité du premier ordre, ces deux états sont représentés 
par deux points Aj, Aj de la courbe (2') ; et l'état cherché, par un troisième 
point A de la même courbe. Les différences u — w,, w — u^ auront alors 
pour valeurs absolues les distances hyperboliques AA^, A A,. Si nous sup- 



venons 
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posons toujours 6, < 0, 0j > 0, w sera extérieur à t^^ et à ti^ ou compris 
entre ces deux quantités suivant que p sera compris entre pi etp, ou leur 
sera extérieur. Dans le premier cas, la diiïérence des deux vitesses données 
Ut et u.^ sera égaleàla diiïérence deÂX, et de AAj, lesquels sont tous deux 
inférieurs à AjAg. Dans le second, |Wj — u^\ sera la somme des dis- 
tances XS^ et AAj, dont l'une au moins est supérieure à A^ A^. 
Donc la première hypothèse coi^respond nécessairement à 

I «^1 — w» l< ÂT^a 

et la seconde à 

I ^1 — w J > ÀTT,. 

Inversement, d'ailleurs, sur le segment A, A, de la courbe (2'), la diffé- 
rence A A, — A Aj prend évidemment une fois, et une seule, toute valeur, 
positive ou négative, inférieure en valeur absolue àÀiAg et, sur les arcs 
restants de celte courbe, la somme A A, -f-ÀÀ^ prend une fois, et une 
seule, toute valeur supérieure à A, Aj. 

La conique (78) est le lieu des points tels que la somme ou la diiïérence 
de leurs distances hyperboliques à Aj et à A, ait une valeur donnée : on 
peut dire qu'elle a A, et A^ pour foyers hyperboliques. Elle se réduit aune 
droite double lorsque cette valeur donnée est nulle, ou lorsqu'elle est égale 
à la distance Àj A^, absolument comme il arriverait si, au lieu de distances 
hyperboliques, on avait affaire à des distances ordinaires. 

Si la pression p est extérieure kp^ et àp,, nous savons par le n^ 118 
qu'elle leur est nécessairement supérieure lorsque la discontinuité donnée 
est comprimante et qu'elle leur est inférieure lorsque cette discontinuité est 
dilatante. 

Dans le cas contraire, celui où p doit être compris entrent et pjf le choix 
entre les deux points d'intersection de la courbe (2') avec la conique (78) 
se fera très simplement si l'on remarque que, pour u^ — u^ > 0, c'est-à- 
dire (n<* 116) si la discontinuité est comprimante, le point A est plus près 
de celui des deux points Aj, A^ qui correspond à la plus grande pression 
que de l'autre, c'est-à-dire que, pour p^ > p,, la distance hyperbolique 
AÂ7 est plus petite que la dislance hyperbolique A A, (car on a alorsp<Cpi, 
Pi<iP'^ u — Ml = ÂÂ^y u — Mj = AAj). Le contraire a lieu pour une 
discontinuité dilatante. 

Inversement, le point ainsi choisi satisfera bien à la condition 

Wj — Wj = d= AAj ± AAg, 
les signes étant précisément ceux qui correspondent à 6j < 0, 6, > 0. 
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915. — Mais il faut noter que les points A' et A' peuvent fort bien ne pas 
être les seuls points d'intersection de la courbe (2') et de la conique (73). 
A' est bien le seul point de (2) situé sur Tare Ci Di ; et, de même, le point A' 
est unique sur Tare C.2 Dj. Mais rien ne prouve qu'il ne puisse exister sur les 
arcs restants de la conique d'autres points d'intersection correspondant à des 
vitesses Q^ et ô.^ de même sens. 11 est même clair que de tels points exis- 
teront si, par exemple, la conique (73) est très voisine de la droite Ai Ai. 

Au reste, il est évident a prion que des mouvements de cette espèce doi- 
vent se produire ; c'est ce qui arrivera lorsque deux discontinuités du pre- 
mier ordre marchant avec des vitesses différentes dans le même sens se 
rattrapent. 

Si, pour ûxer les idées, on suppose que la conique (73) est une ellipse, il 
est clair que les points d'intersection ne pourront être que sur l'arc infé- 
rieur Cl Dj {fig, 15) situé au-dessous de la droite A' A', et non sur l'arc supé- 
rieur Di Cj. 

Ces nouveaux points, s'ils existent, seront en nombre au moins égal à deux; 
on voit aisément, qu'ils correspondent à deux mouvements intermédiaires 
pour lesquels le sens commun des deux vitesses de propagation 6i et Oj est 
le môme, ainsi que Tordre de grandeur de ces deux vitesses (ceci tient à ce 
que les deux points représentatifs sont du même côté de la droite Ci C^). 
C'est donc, dans les deux cas, le môme sommet de notre rectangle qui devra 
être considéré comme représentant l'état de la région de gauche. 

Les mômes considérations s'appliqueraient si, au lieu de rechercher les 
états qui suivent immédiatement une discontinuité du premier ordre (sans 
compatibilité) donnée, on se proposait de déterminer les états immédiate- 
ment antérieurs. Seulement il est évident que ce serait alors la région de 
gauche qui devrait correspondre à la plus grande valeur algébrique de la 
vitesse de propagation. 

En particulier, si, comme nous supposions tout à l'heure, deux disconti- 
nuités marchant dans le même sens avec des vitesses différentes se rattra- 
pent, les deux discontinuités nouvelles qui naîtront à ce moment se propa- 
geront nécessairement en sens contraires. 

!tlO. — Nous venons de trouver un cas dans lequel, à un état donné 
(^position et vitesses) du fluide à un certain instant correspondaient plmieiirs 
mouvements possibles — au moins théoriquement — à partir de cet instant. 
Il est à observer que ce cas n'est pas le seul. 

Reprenons, en effet, le mouvement envisagé au n° îtOl . Nous avons vu 
qae si le piston, après avoir atteint, suivant la loi considérée en cet endroit, 
une certaine vitesse u, conserve ensuite cette vitesse et se meut d'un mou- 
vement uniforme, la surface représentative du mouvement se compose de 
deux portions de plans raccordées par une nappe conique, de sorte que jus- 
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qu'à un certain instant T, il existe deux discontinuités du second ordre seu- 
lement, lesquelles se réunissent à Tinstant T en une discontinuité du premier 
ordre. 

Or, les équations générales de la dynamique (en l'absence de frottement), 
possèdent, comme on sait, cette propriété de ne pas changer par le change- 
ment de ^ en — t ; et il est d'ailleurs aisé de vérifier ce fait sur toutes les 
équations précédemment écrites. 

. Si donc, inversement, nous nous donnions, à Tinstant T une discontinuité 
du premier ordre définie précisément par les mêmes éléments que celle qui 
s'établit à cet instant dans le mouvement dont nous venons de parler, nous 
pourrions supposer que le mouvement ultérieur se déduit de celui du n^ ^Ol 
par le changement de < en — t. La discontinuité du premier ordre se résou- 
drait donc en discontinuité du second ordre comme il a été indiqué au u? 109. 

^IT. — Il faut toutefois observer que les discontinuités susceptibles de 
se résoudre ainsi doivent satisfaire à des conditions assez particulières. Sur 
le cône représentatif du mouvement étudié au n^ 901 , ou a 

M -+- )r (w) = constante 

et, par conséquent, cette quantité t/ -f ^ (cu) doit avoir la même valeur de 
part et d'autre de la discontinuité. Il est clair qu'il en devra être de même 
chaque fois que dans le voisinage du point conique existera un système de 
caractéristiques rencontrant toute ligne régulière issue de ce point sur la 
surface. Or, c'est ce qui se produira nécessairement. Si, en effet, on prend 
réquation aux dérivées partielles sous la forme (31) ; on voit qu'elle admet l'in- 

tégrale — = constante, -— = constante, c'est-à-dire le plan qui, après la 

transformation de Legendre, correspond à un point quelconque de Fespace 
où a, ty X jouent le rôle de coordonnées. Si Ton effectue cette même trans- 
formation de Legendre sur une surface intégrale à point conique, on aura 
évidemment une transformée tangente au plan correspondant à ce point 
conique tout le long d'une ligne (puisque t/ et eu prennent en ce point une 
infinité de valeurs). Cette ligne sera donc une caractéristique et sera, par 
conséquent, environnée de caractéristiques infiniment voisines remplissant 
la condition dont il vient d'être parlé. 

Il résulte de là, en particulier, que dans une telle discontinuité, la diffé- 
rence des vitesses est toujours inférieure à la moyenne géométrique entre 
celle des dilatations, divisée par po? et celle des pressions. Cette moyenne a 
eu en effet pour expression d'après les formules (7), (25) 



^îiLZ^. [? (-,) - ? (".)] = i/ ('-i - ^d I X»*^" 
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tandis que la diiTérence des vitesses est 

M, — w, = X i^^i) — / (^i) = / // W ^' 






cu« 



/j 

L'ordre de grandeur des deux quantités u, — m? et 1/ — (wi — a>2) (p^ — pi) 

est donc donné par Tinégalité de Schwarlz (chap. i, n^ 18). 
La relation 

(75) u, — w, = xW — X0«>i) 

doit, d'autre part, être complétée par une condition d'inégalité. Dans le 
mouvement étudié au n° 901, les deux discontinuités du second ordre exis- 
tant avant l'instant T viennent se rejoindre à cet instant en une disconti- 
nuité du premier ordre comprimante. Si, au contraire, on suivait le mouve- 
ment en sens inverse, comme nous venons de l'indiquer, la discontinuité du 
premier ordre qui existe à l'instant T et se dédouble après cet instant en deux 
discontinuités du second ordre serait dilatante. Il est aisé de voir qu'il en est 
forcément ainsi dans tout dédoublement analogue. Il suffit de remarquer 
encore que le signe de la discontinuité dépend (n<*» 1 lO et ^13) de celui 
du produit (mi — Mj) (61 — O2). Or, le signe de w, — u^ ou, d'après l'équa- 
tion (75), celui de x (^2) — X (^i)» ®st celui de O^ — 62, puisque nous supposons 
que les ondes les plus comprimées sont celles qui se propagent le plus vite. 
On voit par là qu'une discontinuité d'ordre un, née par la rencontre de 
deux discontinuités du second ordre, ne peut pas se dédoubler ensuite en 
deux discontinuités du second ordre, puisqu'elle devrait, pour cela, être dila- 
tante et non pas comprimante. 

218* — Nous avons supposé qu'entre les pressions et les densités de 
part et d'autre de la discontinuité existait la relation 

(66) Pi u>r = p^ coj. 

S'il n'en était pas ainsi, comme (dans l'hypothèse où nous nous plaçons 
actuellement) le produit pu)"" ne peut changer ni d'un côté ni de l'autre, il 
est impossible qu'aux instants suivants, cette discontinuité soit tout entière 
reportée à l'abscisse a -h ^dt, en désignant par a l'abscisse de celle dis- 
continuité à l'instant t (mesurée sur l'état initial) et en supposant 6 diffé- 
rent de zéro. Nécessairement, il restera sur place quelque chose de la 
discontinuité primitive et comme une variation brusque de pression ne 
peut exister, comme nous l'avons vu, que dans une discontinuité qui se 
propage, ce sont les densités qui devront rester diiïérentes. Toulefois, il ne 
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faut évidemment pas oublier que ce raisonnemeot est tout théorique ; dans 
la réalité, il serait impossible d'admettre qu'il ne se fait aucun échange de 
chaleur entre les tranches en contact : les températures et, par suite, les 
densités de celles-ci tendraient donc à s'égaliser. 

219. — Celte discontinuité stationnaire qui vient ainsi se joindre aux 
deux autres, nous la retrouverons même lorsque la relation (66) sera véri- 
fiée, si nous tenons compte de Tobjection d'Hugoniot. Dans cette manière 
de voir, en effet, il est clair que la relation (66) n'entraîne plus aucune- 
ment l'existence d'un état intermédiaire unique : nous devons admettre 
qu'entre les mouvements donnés se créent deux états intermédiaires, situés 
de part et d'autre de la discontinuité primitive, caractérisés par une pression 
et une vitesse uniques /?, u, mais par deux dilatations différentes w', w'. 
Nous aurons alors à écrire les conditions de compatibilité de l'état [p^ Uy io'] 
avec l'état (p,, m,, w,) et de l'état (p, u, to") avec (pj, Wj, w^) : soit 



(76) 



(76') 



9 ^ y- -y 
' Po(«i — «) 

y M. — « 



1 a 

2 (P -^Pi) (Wi —U)= —}—^ (p,a>j —pu)') 



Po (^2 — W) 



2 (P + Pa) (^i — u)= ^-f-j (P2^, — po)'). 



lorsque Pi, w,, u)j,p,, w^, <0j seront donnés, ces équations devront per- 
mettre de calculer p, w, o)', to', 6^, O^. 

A cet effet, éliminons d'abord co' entre les deux dernières équations (76) : 
nous aurons 

(77) ^ p ^ BjJ p. = '^fE^ = p.eî.. 

et de même 

(77') HLpp^E^p,- ?.LP.^. = p„6^o,. 
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11 sera commode, ici, de prendre pour inconnues d^ et 6,. L'élimination 
àep et de u entre les équations (77), (77^) nous donne 



(78) 



P. (61' 



•'2'-*) = ^^— (Pi~P.) 



(79) poOfu), —mp^ 



Po95' 



mp. 



m -t- 1 , . 



Nous supposons que les propagations des mouvements cherchés dans 
les mouvements donnés ont lieu en sens contraires. Si, pour Gxer les idées, 
nous admettons encore que l'état désigné par l'indice 1 est celui de la 
région de gauche, nous devrons avoir 



(80) 



ô, < 0, e, > 0. 



Or, si on la considère soit comme donnant d|, soit comme donnant O^, 
Téqualion (79) est du second degré et a ses racines constamment réelles et 
de signes contraires. On en conclut aisément que si, maintenant, on consi- 
dère B^ etô, comme des coordonnées cartésiennes, la cubique représentée 
par cette équation se compose d'une branche impaire (^] sur laquelle 6^ etO^ 
sont de même signe (et que nous devons par conséquent, laisser de côté) et 
de deux branches H^ H, analogues à celle d*une hyperbole, asymptotes 
aux axes et situées. Tune dans Tangle déûni par les inégalités (80), Tautrc 
dans l'angle opposé. La courbe n'admettant aucune tangente parallèle aux 
axes, les valeurs absolues de ôj et de 6^ varient constamment dans le même 
sens sur la branche impaire, constamment en sens contraires sur Hj ou 
sur H,. 

Or Téquation (78) représente une hyperbole, les inégalités (80) étant 
vérifiées sur la moitié d'une des branches. Sur Tare ainsi déterminé, les 
valeurs absolues de 0^ et de 0, varient constamment dans le même sens. Il 
en résulte que cet arc coupe chacune des deux branches Hi et Hj de la 
cubique en un point et en un seul, ce qui donne une solution unique de 
la question. Il est à peine nécessaire d'ajouter que 1 étude du cas où les 
discontinuités mobiles seraient du même côté de la discontinuité station- 
naire (cas qui peut théoriquement se présenter, d'après ce que nous avons 
vu au n° 215, mais dont nous ne nous occuperons pas), ne pourrait pas 
se faire, cette fois, à l'aide des mêmes calculs que la précédente, et que les 
équations à écrire seraient notablement différentes. 



(^) On sait qu*on nomme ainsi une branche de courbe qui est coupée par toute 
droite en un nombre impair de points. 
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On pourrait également se demander comment ia pression intermédiaire p 
est située par rapport aux pressions p^ et p^. On répondra aisément à cette 
question en faisant varier le point (9,, 6,) sur l'hyperbole (78) et calcu- 
lant p par les équations (concordantes) (77), (77') ; il est clair que p est 
croissant avec | 6, | et | 6, | . Il suffira dès lors, de substituer dans l'équa- 
tion (79) les points qui correspondent à p = pj et p = /j^. 

220* — Le gaz étant primitivement en repos, supposons qu'on com- 
munique brusquement au piston un mouvement uniforme de vitesse 
donnée V. On peut se proposer de déterminer le mouvement qui prendra 
naissance dans ces conditions. 

Comme Font montré tout d'abord MM. Sébert et Hugoniot (^), puis Hu- 
goniot seul dans le Mémoire cité, les équations de compatibilité précé- 
demment établies permettent de résoudre très simplement ce problème. 

Nous allons voir, en effet, que, soit dans l'hypothèse de Riemann, soit 
dans celle d*Hugoniot, il existera un mouvement de la forme 

(81) a? = wflr H- V/ 

(u) constant) qui sera compatible avec le repos, la vitesse de propagation 
étant, bien entendu, constante. Dans ce mouvement, le gaz restera bien en 
contact avec le piston puisque, pour a = 0, on aura x = yt. 

De plus, la quantité k qui figure dans la formule (2') sera constante 
même en tenant compte de Tobjectiou d'Hugoniot, tout en ayant, dans 
ces conditions, une valeur différente de celle qui correspond au repos, k ne 
dépend en effet, que des éléments de la discontinuité : or ces éléments 
sont ici des constantes. 

k étant constant, l'équation aux dérivées partielles aura la forme (8) et 
sera, par conséquent véritiée par l'expression linéaire (81), 

Parlons d*abord des formules d'Hugoniot : p^ étant la pression primitive 
.au repos, /> la pression inconnue qui existera dans la partie en mouvement, 
les équations de compatibilité seront 

(82) V-h6((i) — i) = (condition cinématique). 

(83) p — Po = ?o®V (condition dynamique). 

(RA\ 2. — m -h i — (m — i)(ij 

^ ^ Po •" (m -h 1) ù) ~ (m — !)• 

Il y a lieu de remarquer que la solution serait à peu près évidente si la 
(») Sebept et Hugoniot, C.R. Ao, des Se, tome XCVIII, p. 507; 25 février 188 i. 
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donnée du problème élait comme au n^ 190, la pression p (supposée cons- 
tante et difîérenle de p^). On aurait alors (o par l*équation (84), ou par 
l'équation de Poisson, si Ton restait au point de vue de Riemann, puis les 
deux équations (82) (88) se résoudraient absolument comme au n^'tSOG. 

Revenons au problème posé, celui où la donnée est V et non plus p. 

Nous prendrons alors 6 pour inconnue : les équations précédentes don- 
neront 



(85) 



62 — 



2 po 



Le choix de l'inconnue 6 offre cet avantage de permettre de décider im- 
médiatement entre les deux racines de l'équation précédente : celles-ci 
sont, en effet, de signes contraires et, si comme nous le supposons toujours, 
le gaz est situé du côté des a positifs, c'est la racine positive (jui convient 
seule, la racine négative correspondant au mouvement analogue engendré, 
par le même mouvement du piston, dans une masse gazeuse en repos située 
de l'autre côté de celui-ci. 

Nous aurons donc 



m -h i 



\/C^Ï^- 



msL 

Po 



Toutefois, une condition est encore nécessaire pour que la solution ob- 
tenue convienne au problème : il faut que l'on ait p > 0. Cette condition 
est toujours remplie pour V > ; mais, dans le cas contraire, c*esi-à dire 
si le piston a un mouvement décomprimant, on devra avoir 



'<5'i 



ce qui donne 
(86) 



V^< 



pTV 

(w— i)Po 



Pour des valeurs plus grandes de — V, le gaz cesserait de suivre le 
piston, absolument comme nous l'avons vu au n" 19!2 ; seulement, lorsque 
la vitesse limite était atteinte progressivement, son expression était 

V = r = i t / ^^', quantité supérieure à celle qui est donnée 

m — I m — ^ypo 

par la formule (86). 

On doit aussi remarquer que,| dans le cas de la vitesse brusquement 

communiquée, la pression et la température absolue deviennent seules 

nulles sans qu'il en soit de même de la densité. 
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^21* ~ Si l^on restait dans les idées de Riemann sans tenir comple de 
Tobjection d'Hugoniot, on devrait remplacer l'équalion (84) par 

(66') pu)- = p,. 

Celle-ci représenterait, comme précédemment, une courbe dont il fau- 
drait prendre Tinlerseclion avec l'hyperbole (p — Po) (* — w) = PqV* résul- 
tant de l'élimination de 6 entre les équations (82) (83), ou plutôt, avec la 
branche de cette courbe qui correspond à 6 > 0. On trouvera encore une 
solution et une seule, Tun des points de la courbe (66) dont la distance 
hyperbolique au point (l,/?o) est V. 

La question se présenterait d'une manière tout analogue si le gaz, au 
lieu d'être primitivement au repos était animé d'un mouvement de la 
forme (81), avec une dilatation w^ et une vitesse V,,. On aurait à chercher, 
sur une courbe analogue à (66), un point situé à la distance hyperbo- 
lique (V — Vo) du point (w^, p^). 

!2!22* — On peut aisément déduire de ce qui précède une mesure de la 
résistance opposée par le gaz au mouvement du piston. 

Supposons à cet effet celui-ci placé tout d'abord entre deux masses de 
gaz au repos et homogènes entre elles, l'une située du côté des a positifs, 
l'autre du côté des a négatifs. Si, dans ces conditions nous lui donnons 
instantanément la vitesse positive V, nous ferons naître, ainsi qu'on vient 
de le voir, deux ondes se propageant en sens contraires. L'une, correspon- 
dant à la racine positive 0^ de l'équation sera de compression ; l'autre, 
correspondant à la racine négative 0^ de la même équation, sera une onde 
de dilatation. Les pressions correspondantes Pi ei p^ se calculeront immé- 
diatement à l'aide de Téquation (83) et il viendra 



mpo 



(87) p. - p. = Po V (0, - e,) = 2p,V y/(^) V ^ ^f 

Cette quantité représente la résistance cherchée, celle-ci étant la résul- 
tante des pressions exercées sur les deux faces du piston. 

L'expression (87) croît à peu près proportionnellement à la vitesse pour 
de petites valeurs de celle-ci et au carré de cette vitesse lorsque sa valeur 
est grande. C'est précisément une loi assez analogue que l'on observe expé- 
rimentalement dans le mouvement des projectiles ; mais avec une crois- 
sance un peu plus lente (^). Cette discordance n'a rien qui doive surprendre 

v*> Aiosi que nous l'avons dit au n*» tf t, la résistance parait avoir sensiblement 
la valeur qu'elle prendrait s'il n'y avait pas dépression à l'arrière, c'est-à-dire si 
l'on avait p.^ = Pq (et de plus 6i = Vj. 
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et il est même naturel qu'elle se produise dans le sens que nous venons de 
dire puisque, dans notre tube, le piston ne peut se mouvoir sans refouler 
entièrement devant lui le gaz, tandis qu'à Tair libre, celui-ci peut glisser 
latéralement, ce qui diminue évidemment la résistance. 

Cependant, même en restant au point de vue du mouvement rectiligne, 
les considérations précédentes soulèvent deux observations. 

Tout d'abord, elles doivent être modifiées si la vitesse V dépasse la 
limite (86). Alors, en effet, le vide se fait à la face postérieure du piston ; 
par conséquent, la pression (négative) p^ doit être remplacée par 0. La 
résistance est donc 

R = p, =p. ^ ,.v(iï--' V -H y/(i+'.)V + ^.). 

En second lieu, il est plus naturel de supposer que le piston acquiert la 
vitesse V progressivement et non instantanément. Ce sont alors les for- 
mules des n*»' 141 et 18!2, qu'il convient d'appliquer, et non celles dont 
nous venons de nous servir. On devra donc calculerai par la formule (54), 
(n° 182) et prendre p = <p (w)= Po^'""", ce qui donne 

X = 4 / — ^ désignant encore la vitesse du son en l'état primitif. 

Le même calcul pour Tonde d'arrière donnera 

2m 

doù 

[ 2m 2m n 

le terme soustractif devant toutefois être remplacé par lorsque V dépasse 
la limite trouvée au n* 192. 

La résistance ainsi calculée croîtrait notablement plus vite que le carré 
de la vitesse. 

Seulement, à son tour, le raisonnement précédent ne peut être accepté 
sans objection. Il suppose, en effet, que la singularité de Riemann-Hugo- 
niot ne se produit pas. Or l'hypothèse contraire est bien plus vraisemblable, 
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dans les conditions où s^opère, par exemple, le mouvement des projectiles. 
Dès lors, il faudra admettre qu'il naît, à un instant déterminé, iieux ondes 
de discontinuité du premier ordre, l'une se propageant en avant, l'autre en 
arrière. Cette dernière, par réflexion sur le piston, donnera une nouvelle 
onde à vitesse positive, laquelle, se propageant plus vile que la première (*), 
la rattrapera. A ce moment deux nouvelles ondes naîtront ; et ainsi de suite. 
Hugoniot admet que cet échange d'ondes aboutit finalement à la cons- 
titution d'un état identique à celui qui se produirait si la vitesse V était 
communiquée d'emblée au piston. Nous constaterons plus loin, dans un 
cas particulier, que les choses se passent bien réellement ainsi. 

223* — Nous allons actuellement aborder la discussion du phénomène 
de Riemann-Hugoniot. 

Nous supposerons pour simplifier, que le gaz, dans son état primiliT, est 
au repos ; que l'onde de tête est la première à présenter la singularité con- 
sidérée, et aussi que le mouvement communiqué par le piston à la partie 
du fluide qui l'avoisine (partie que nous supposerons située à gauche) est 
analytique. Nous allons tout d'abord former l'équation de ce mouvement. 
On doit, à cet effet^ comme nous le savons, éliminer /^ entre les équations 
(59) et (60). 

L'arête de rebroussement de la développable ainsi obtenue est définie 
(n' 194) par l'équation 

^-i = (t-Ox>.)^'-x'K) = o 

qui, en général (et nous ne traiterons pas le cas exceptionnel où il en serait 
autrement), sera résoluble par rapport à t^^. Soit t\ la fonction de t qui 
substituée à t^ vérifie l'équation précédente. Dans les équations (59) et (60), 
où tç^ n'est plus égal à f^, puisqu'on n*est plus sur l'arête de rebroussement, 
posons 

to = t', -H ^. 

a et X deviendront des fonctions de < et de x lesquelles, ordonnées suivant 
les puissances de cette dernière variable, manqueront de termes du premier 
degré : soit 

(88) a = ao + a,t* -^^ a^x* -^- .., 

(89) 0? = Xo -f- x^'z^ H- 0^3 1» -h .... 

(0 Voir plus loin, n<» tS8. 
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Oq, Xq, flj, flg, ... ; ar,, ajg, ... étant des fonctions de ^ les deux premières 
telles que a = ao(i) el «? = X^ (^ donnent les équations de l'arête de 
rebrou ssement. Toutes ces fonctions de t sont d'ailleurs analytiques. 
L'équation (88) permet de développer x suivant les puissances de 

VAq — a, à moins que a^ ne soit nul à l'origine, hypothèse que nous écar- 
tons encore ('j. 

Subslituant ce développement dans (89), on obtient la valeur de x cor- 
respondant au mouvement de gauche. Nous désignerons cette valeur par X. 
On aura (en désignant par X,, Xg, ... des fonctions analytiques de t) 

2 

(90) X = X. H- (a. - a) X, + K - «)* X, + .... 

i 

9*Z4l» — Nous supposerons l'origine des espaces et celle des temps trans- 
portées au lien et à l'instant où natt le phénomène. Dans ces conditions, 
Xq et ag sont nuls avec t : ils commencent par des termes en Xf, en dési- 
gnant par X la vitesse du son qui correspond à l'état primitif du fluide. De 
plus, la surface étant tangente au plan a? = a, on a X^ (0) = — 1. 

Nous conviendrons que, dans l'équation précédente, le radical (a^, — a)i 
est pris avec sa détermination positive. S'il en est ainsi, le coefficient X 3(0) 

doit être positif. En effet, le mouvement du piston étant comprimant, on 
doit avoir X > a, et ceci ne peut avoir lieu, pour t très petit et d'ordre au 
plus égal à celui de Oq — a, que si Xa (0) > 0. 

SÎ25* — 11 s'agit maintenant d'obtenir l'équation du mouvement inler- 
médiaire qui prendra naissance entre le mouvement ainsi défini et la partie 
de droite qui est au repos. Nous ne pourrons d'ailleurs le faire sans déter- 
miner du môme coup la marche des deux ondes qui se propageront ; autre- 
ment dit, en même temps que l'équation du mouvement, il faudra trouver 
le domaine dans lequel il est déBni. 

C'est la difOculté signalée au n** 168. Mais elle est ici particulièrement 
grave. Dans les autres questions de Mécanique où le mouvement cherché 
n'est pas représenté par une seule équation analytique dans tout le coips 

(I) Si le coefficient a^ est difiérenl de zéro, il en est de raéme de X2» Car pour 

-~ = 0, la quantité ^— ., = 2x.> est égale à Wq r,.,- , en vertu de l'identité ^^ = tùQ r-- . — 
ôtQ ^t-Q *'t'^o "'o *^o 

Les deux coefficients a^t ^2 sont d'ailleurs négatifs dans le cas actuel, la surface 

étant située à gauche de son arête de rebroussement. 
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considéré, les régions dans lesquelles ce mouvement a des expressions 
différenles, sont en général connues à priori* Tel est, par exemple, le cas 
d'une onde du second ordre qui se propage dans un gaz dont le mouve- 
ment antérieur est donné, ce mouvement intervenant seul dans l'expres- 
sion delà vitesse de propagation. H en est autrement, nous venons de le 
voir, dans la question actuelle. 

Nous traiterons celle-ci, pour simpliBer, sans tenircompte de l'objection 
. d'Hugoniot. Nous admettrons que, à la naissance de la disconlinuité du 
premier ordre, il s'établit dans la tranche intermédiaire une pression, une 
densité et une vitesse uniques. 11 est aisé de voir, alors, que cette pression, 
cette densité et cette vitesse ne peuvent être autres que celles qui existent 
dans la tranche de droite (par conséquent, w = 0, w = i) et qui, initiale- 
ment, ont les mêmes valeurs dans la tranche de gauche (^). 

Nous aurons alors à déterminer : 

1^ L'abscisse Ui de la discontinuité entre le mouvement cherché et le 
mouvement de gauche ; 

2* L'abscisse a^ de la discontinuité entre ce même mouvement et la partie 
droite au repos. 

Les deux ondes de discontinuité se propageant avec une vitesse initiale 
égale à vitesse X du son introduite au n** 1 75, a^ et a^ auront des dévelop- 
pements commençant par des termes en dz X/ : nous écrirons 

(91) «1 = — X< — V3«l — Vj^* .... 

et 

(92) a2 = X< H- jji, <« -^ .... 

en admettant par avance (*) (ce que la suite du calcul vérifiera) que a^ ne 
contient point de termes à exposants fractionnaires en t. 
3^ L'équation du mouvement de la tranche intermédiaire. 



(1) Soient Pq la pression primitive, p la pression et u la vitesse existant au pre- 
mier moment dans la tranche intermédiaire. On devrait avoir à la fois 






P—Po 



dj et 62 désignant les vitesses de propagation des ondes. 

Or ceci ne peut avoir lieu que pour p = j)^^ m = 0. 

(^) Il est clair que nous aurions pu laisser tout d'abord indéterminés les exposants 
de t aussi bien que les coefficients. La suite du calcul donnerait pour ces exposants 
les valeurs mêmes que nous leur avons assignées ici. 

Hadamabd 14 
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Les conditions à vériGer par ces diiïérentes inconnues seront d*abord 
l'équation aux dérivées partielles 

laquelle devra avoir lieu dans toute la tranche iuleroiédiaire. 
La fonction ^ élant donnée par la relation (41) on aura, en posant 

(93) g = u, = i -+- . 
et en tenant compte de la formule (42) qui définit X, 

(94) K* + e) = X« [^1 _ (^ + l)e + (^^J)^!!L±D s' + ....]. 

En second lieu on devra avoir 
^ (95) œ = a, pour a = a^ 

i' (96) 07= X = Xo 4- (a<j — à) X^ -{- (a^ — a)t Xa -f- ...., pour a = a^, 

R : De plus les deux discontinuités a^ et a^ devront vérifier les conditions de 

ï' compatibilité. Nous n'avons pas à écrire les conditions cinémaliques, les- 

^ quelles sont implicitement contenues dans les conditions (95), (96). 

Les conditions dynamiques et physiques donnent (puisque nous sommes 
dans rhypothèse de Riemann) 






e^ /l(->)-'pKj^±x>/ia- 



-(i+Q- 



(en posant encore to = 1 -f- e^ o>, = I -h e^) ou 

(97) e = ±x[i-^L^(e + e.) +....] 

Dans la partie au repos, e^ est nul. Au contraire dans le mouvement de 
gauche il a une valeur en général différente de et qui doit être calculée 
par l'équation (90). 

On a donc les deux conditions supplémentaires 

(99) ^«. = x[i--fie-H....] 

OÙ il est entendu que, dans Téquation (99), eestcalculépour a rrra, tandis 
que dans l'équation ^98), e et e, correspondent à a = a,. 
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226. — Pour développer œ en série nous introduirons, au lieu de a et 
de f, les variables 

(100) ;î = a + x/. 

dans lesquelles 

(101) a = X< H- (M, + iJij) t^ -f. .... ~ flj -h Mj (» + M^ <« 4- .... 

désigne un développement à coefGcients indéterminé? (sauf le premier) 
ordonné suivant les puissances de t, La variable Qu'est d'ailleurs introduite 
que pour simplifier le calcul. Il n'en est pas de même, comme on va le voir, 
de la variable t), qui joue un rôle fondamental dans le développement. 
Nous écrirons 

(102) a? = a H- F| -f- Fj H- .... = a -h F 

les Fi étant des ensembles homogènes en Ç, t) de degrés marqués par leurs 
indices. 
Comme on a 



ha 



'ôï ô^' ôa* "~ \h\ b-ri) 



(ot', a' désignant les deux premières dérivées de a par rapport à t), Féqua- 
tion (8) s'écrit 

!. ., ô«F /ô«F ^ ô*F _^ ô*F\ r , /| _^ ôF ôF\ .,"1 
_ 2X (a' - X ) ^^- - (a'^ - X ») ^ - a* ^ . 

Dans cette équation, a' et ol" peuvent se remplacer par leurs développe* 
ments en t. Mais ils peuvent également se développer suivant les puissances 
de la variable ? -h »i, en fonction de laquelle t pourra s'exprimer, moyen- 
nant la résolution de l'équation 

(104) î -i- T) = a -h X« = 2Xf -f-(M, -H- fji,) <« -f- ... H- (Ma 4- Ka) <*-4- ... 

Dans l'équation (103) ainsi écrite, un terme quelconque du développe- 
ment de F (pourvu qu'il contienne à la fois i et ?)) donnera dans le premier 
membre un terme de degré moins élevé que dans le second. 
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ni- ' ' 



Nous désignerons par 5i et tqi les valeurs de Ç, ») correspondant à a = a,, 
soit 



(105) 



/tji =2X/H- V3/2 H-(v^, -hMj H- (la) f* -h ...., 



par $2» 'ia les valeurs de ces mt^nes variables pour a = a^, soit 



(106) 
(106) 



T), = MjJ* -f- .... H- Ma*'^ H- .... 



L*équatIon (96) s^écrira donc, 

(107) F($,,73,) = Xo-ao + (a,-a,)(t-f-XO + (ao-a.)iX3. 
l'équation (95) 

(108) F(5,,rjJ=r=0 
les équations (98) et (99), 

I X rtV3<3i 2Vj/ ... 

'*°«'|=_»[._5f.(|_^^'_x,.-^,-»,,lx,-...). 

,1,0) >. ^2M*...= 4. -=^^i(î.-|) *•■•■]• 



] 



227. — Cela posé, considérons, dans Téqualion (103), les termes 

d'ordre — 1. Ceux-ci seront exclusivement fournis par le terme F3 du dé- 
2 a 

veloppement de F. On devra donc avoir -w--^= 0, d'où 



(111) 



F3 = Kr/à-h'K'5î 



Les coefficients K et K' se détermineront par les conditions aux limites 
(107) '*t(108). Tould*abord pour a = a^.r^ est de Tordre de^^au moins, 
tandis que Ç est de Tordre de /. La condition (108) montre dès lors que K' 
doit être nul. 

!228* — Au contraire, pour a = a^, la quantité 0^ — « a pour partie 
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principale 2X^, et il en est de même de y) : la comparaisoo des termes 

3 
d'ordre 5 de x et de X donne donc 

K = ±Xa(0). 

Nous voyons ainsi que K est en général différent de zéro. Nous aurons donc 

un terme en r^^ et, par conséquent, dans la surface représentative, une arélc 
de rebroussement, correspondont à tî = 0. Une seule des nappes séparées 
par cette arùle devra faire partie de la portion utile (sans quoi, comme pré- 
cédemment, on trouverait deux valeurs de x pour un même système de 
valeurs de a et de t) : nous conviendrons que c'est celle qu'on obtient en 

donnant à v ^ sa valeur positive. 

S'il en est ainsi, dans la condition (107), le radical yr^ = y 2X1 -h ... 
devra recevoir sa détermination positive. Comme il en est de même de 

ya^ — a, en vertu de la convention faite au n** 224, nous devrons écrire 

K = X^(0), 

quantité positive, ainsi que nous l'avons remarqué plus haut. 

229* — Envisageons maintenant les équations (98) et (99) en ne rete- 
nant que les termes d'ordre ^ . Il n'existe aucun de ces termes dans le 

quantité e pour a = a^, t)j étant d'ordre supérieur à 1 en ^ Donc il n'en 
existe pas non plus, au premier membre de l'équation (99) et par consé- 

quent nous voyons bien que a^ ne contient pas de terme en t^. 

Pour a = ai, des termes d'ordre .-^ apparaissent dans e et e, ; ces termes 

sont d'ailleurs connus. Nous connaissons, en effet, le second membre de 

l'équation (102) jusqu'aux termes d'ordre .3 inclusivement; et d'autre 

part le premier terme du développement de — qui dépend de va (savoir 

celui qui provient de («<, — 01)2X3) contient cette quantité comme coeffi- 
cient de la première puissance (au moins) de /. 

On constatera d'ailleurs que les fermes en fi se détruisent dans e -h e, de 

sorte qu'on a va = 0. 

2 
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SJ30. — La détermînah'on des termes d'ordre 2 est toul analogue. 
L'équation (108) nous donne 

car le seul terme d'ordre zéro qui existe au second membre de cette 

3 - 1 / ô'FX 

équation est obtenu en multipliant le facteur v r, ï (provenant de —-^ j 

par s (wt 4- 1) I provenant de 4' ( 1 + tt — r") — ^M. On aura donc 

Kg et K'g étant des coefficients à déterminer. L'équation (108) donnera 
K'^ = 0, car les autres termes sont tous d'ordre 3 au moins. L'équation 
(107) fera connaître Kg par l'examen des termes d'ordre 2 en t. Puis 
l'équation (109) détermine v^. 

Au contraire, la condition (110) ne suffit pas à déterminer \i^. Les termes 
en t contiennent, en effet, le coefficient arbitraire Mj qui n'a joué jusqu'ici 

aucun rôle, et qui s'introduit par le terme — = ^j K^i^^ -h ... 

Désignons par 

(112) m^t -^m^t^ -i- .., -hm^^-h... 

la racine carrée positive du développement iq^ = M^t^ -+- M^i^ -h .,., de 
sorte que m^ est la racine carrée positive de M^. C'est ce développement 

(112) qui devra être substitué à tj^i dans l'équation (110) : nous aurons 
alors : 

(118) [i, = !(> ^ m^ H- ^g A8(m -f- 1)*K«. 

231* — Nous avons à trouver entre [i^ et m,, une seconde relation : 

5 
celle-ci va résulter de la considération des termes d'ordre « . 

Considérons, dans l'équation (103), les termes d'ordre ^, Certains d'entre 
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eux sont en >)«. Mais deux autres sont en S^q" 2 : ce sont ceux qui pro- 
viennent du produit de —2- = i ^ " * ■+- •••» d'une part par 

= l X^m -^ 1) 7)1 -H ^ (m -i- i)«K*Ç -+- ..., 
d'autre pari, par 

4X(M, + K,) « = 2(M, ^ tx,) « H- .)) H- .... 

Une fois intégrés par rapport à ^ et à y;, ces termes contiendraient en 
facteur y; à la puissance ^ seulement. 
Or cette circonstance rendrait inexacte la formule (118) : la quan- 

aE* aP aTP 

tité rr = jr- — r— contiendrait, en effet un terme en ï^ï)" i , lequel, pour 

a = a,, serait d'ordre 1 en ^ puisque r^ est d'ordre 2. 

C'est cet inconvénient que nous allons éviter en disposant du coefficient 

arbitraire M, = m^^ de manière à annuler ce terme en 7)~ 2. Nous écri- 
rons donc 

(114) 2(M, -^ il,) = 2(m} ^ p,) = 3®2 (m -4- i)«K«X* 

ce qui, joint à la relation (IIS), nous permet, cette fois, de déterminer 
m^ et fi, : en éliminant ce dernier, il vient 

m] + i^g X(w -4- \) K.m, — j-^g (m h- iyKn^ = 0. 

Nous savons que nous devons prendre la racine positive de celle équa- 
tion : nous aurons donc 

3X(m-h 1)K 

27 

232. — Ayant ainsi calculé les premiers termes de nos inconnues, 
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nous allons montrer d'une manière générale, comment on obtiendra les 
suivants : 

Supposons qu'on connaisse : 

Le développement de F en fonction de Ç, t) jusqu'aux termes d'ordre q 

inclusivement [q étant un entier ou un entier + ^j * 

Le développement de a^ en fonction de t jusqu'au même ordre ; 
Les développements de a et de a,, jusqu'à l'ordre q — g seulement. Le 
premier de ceux-ci nous fait connaître t en fonction de £ -h ïj jusqu'aux 
termes du même ordre q — ^-y %i\di connaissance du développement de 

« — aj = >)2 équivaut à celle du développement (112) jusqu'aux termes 
en t^ f 

Nous supposons de plus : 

1** Que la partie connue du développement de F ne contienne nulle 

part 7) avec l'exposant ^ ; 

2° que cette quantité n soit la seule à y figurer avec des exposants frac- 
tionnaires, et qu'il n'en entre aucun dans les parties connues des dévelop- 
pements de flc et de a,. 

Dans ces conditions, nous allons déterminer les termes d'ordre q -\- <y 

de F et de «1, les termes d'ordre ^ de a et de a^. 



3 
Dans le second membre de (108), tous les termes d'ordre q — ^ sont 

connus, sauf ceux qui peuvent provenir du produit de 

(quantité qui fait partie du développement de a'; par f^~\. 

Mais dans ceux-ci, il y en a un qui est en ;«-* r^" i», avec le coefficient 
-nrv^l' ^o^s déterminerons M^ H- [i^ par la condition que ce terme dé- 
truise le terme semblable provenant de t^ f\,fi -f- ^ — —]. Ceci donnera 

d'ailleurs M, -h [x, = lorsque q ne sera pas entier, puisque nous suppo- 
sons que les termes déjà connus ne contiennent pas de puissances fraction- 
naires de ;. 



Digitized by 



Google 



MOUVEMENT RECTILIGNE DES GAZ 217 

Mg -h \iq élant connu, nous con naîtrons —v^ — * et par conséquent, 

F, f I lui-même à deux termes près, l'un en ?« + a , l'autre en tjï + 1 . Le pre- 
mier de ceux-ci se déterminera par Téquation (108), le second par Téquation 
(107) ; ils donneront en eiïet, dans ces deux équations respectivement, les 
seuls termes encore inconnus (*) en /« + a. 

Moyennant ces résultats, on connaît, dans le second membre de Téqua- 
tion (109), tous les termes en (fi et on a, par conséquent, le coefGcient 

Dans l équation (99), on connaît également tous les coefGcients de ti^\ 

m -h i 3K 
sauf le coefGcient qyiq du premier membre et le coefGcient X — j ^- m,, j 

qui, au second membre, provient du développement de 

4-i ôF 
4 i>r,j 



^ m 4- i ôF > m -+- 1 /3K i \ 



On a donc la différence q^i^ ir^~' ^î-i- Comme on a obtenu, 

d'autre part, Mg -h ii, (c'est-à-dire, à des termes connus près, 2m^ m,., -h [ji,), 
\jLq et mg_ I sont connus. Ils sont d'ailleurs nuls pour q non entier, puisque 
le calcul fait au second membre de l'équation (110) n'introduit pas de puis- 
sances fractionnaires de t, 

233* — Nous pouvons donc bien calculer de proche en proche tous les 
coefficients cherchés et nous aurons des développements satisfaisant for- 
mellement aux conditions du problème. 11 resterait à prouver que ces 
développements convergent. Mais cette démonstration serait très difOcile, 
sinon tout à fait impraticable, en se plaçant au point de vue que nous 
venons d'adopter. En réalité, c'est sous une forme toute différente qu'il y 
aurait lieu de traiter la question. 

Ainsi que nous l'avons remarqué, le développement de x, ordonné sui- 
vant les puissances de 5 et de y/^ (avec exclusion des termes du premier 
degré en y/r') représente, en supposant sa convergence démontrée, une sur- 



(•; Dans le terme (ao — aj)* du développement de X, le terme v^4. < r^ + J du déve- 
loppement de «1 donne un terme en e^ + J-^*-*. D'autre part, pour A = i, ce terme 
est multiplié par 1 4- X|, lequel est privé de terme constant. 
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face à arête de rebroussement. Il est aisé de voir que toute équation aux 
dérivées parliellps du second ordre de la forme (17) admet des surfaces 
intégrales de cette espèce. Il suffit, en effet, pour en obtenir une, de traiter 
le problème de Cauchy dans des conditions telles que la relation (21) soit 
vérifiée, mais non la relation (22). 

Les considéralions développées plus haut (n® 150) montrent bien 
qu'alors les dérivées secondes sont infinies. Si d'ailleurs on effectue un 
changement de variables de manière à ce que la courbe y devienne Taxe 
des X, il est aisé de s'assurer, au moins formellement, que % admet un 
développement suivant les puissances de x et \Jy, Plus généralement, sup- 
posons qu'en un point de la courbe y la condition (21) soit vérifiée (à 
Texclusion de (22)). Un calcul tout analogue à celui qui vient d'être 
exposé fournira un développement formel de z représentant une surface à 
arête de rebroussement (celte arête étant tangente à y siu point considéré). 

Seulement, rien ne prouve que les développements ainsi obtenus soient 
convergents. C'est ce que l'on reconnaît au contraire si Ton opère une trans- 
formation de contact. Effectuons par exemple, la transformation de Legendre : 
nous devons remplacer x, y, Zy p, q par/), Çy px -^ qy — z, x, y ; A, B, 
B', C, D par D, B', B — C, A. Après cette transformation, la relation (21) 
cessera d'avoir lieu à moins que primitivement on n'ait en outre la 
suivante 

(115) Didpdx-^ dq dy) 4- B' dq"^ -+- 2 Cdp dq -f- hdp^ = 0. 

Il est évident a priori que celte seconde relation est vérifiée si l'on a (22), 
puisque le système des deux équations (21) et (22) est invariant par i^ne 
transformation de contact. Pour vérifier ce fait, il suffit de multiplier Téqua- 
lion (21) par dpdq, léquation (115) par dxdy, et d'ajouter : la relation 
obtenue se décompose en l'équation (22) et en la suivante 



(116) 



dp dx -^ dqdy = 0. 



Nous excluons le cas où la relation (22) serait vérifiée : il se pour- 
rait alors que l'on eût affaire à une caractéristique. La transformation 
de Legendre fera donc disparaître la singularité sauf le cas exceptionnel où 
l'on aurait (116). Le problème transformé aurait une solution régulière, 
la surface représentative de celte solution ayant seulement, en chacun des 
points primitivement singuliers, l'allure d'une surface développable, c'est- 
à-dire vérifiant en ces points la condition rt — 5^ = 0, ainsi qu'il est facile 
de s'en assurer. 

En revenant à l'ancien système de variables, la gingularité considérée 
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résulte des formules du n^ 163, qui font coonattre Teiïetde la transforma- 
tion sur les dérivées r, s et t. Un calcul élémentaire, et d'ailleurs tout 
analogue à celui qui a été fait au n* 163, montre que cette singularité est 
une arête de rebroussement (autour de laquelle la surface est représeutée 
par une équation analogue à (90)) correspondant à la ligne qui est sur la 
transformée de Legendre le lieu des points paraboliques. 

Reste le cas où l'on aurait (116) : alors la transformation de f.egendre 
ne ferait pas disparaître la singularité. C'est ce qui arriverait si la surface 
cherchée avait, au voisinage de son arête de rebroussement, l'allure d'une 
surface développable. On peut toujours éviter cette circonstance en effec- 
tuant au préalable la transformation qui consiste à remplacer la fonction 
inconnue z par z — F{x, t/), F étant une fonction arbitraire, p et q sont 
alors diminués des dérivées de c^lle-ci, dérivées dont on peut évidemment 
disposer de manière à ce que la relation (116) cesse d'avoir lieu sur y« On 
voit donc que, dans tous les cas où l'on a (21) mais non (22), le problème 
de Cauchy a une solution représentée par une surface à aréle de rebrousse- 
ment. Il est d'ailleurs clair qu'inversement, toute surface intégrale à aréle 
de rebroussement peut être considérée comme obtenue de cetle façon ; elle 
peut être changée, par une transformation de contact convenable, en une 
surface régulière. 

Tel sera donc le cas de la surface dont nous avons appris tout à l'heure 
à développer l'équation. La meilleure méthode pour étudier cette surface 
parait dès lors être d'effectuer une transformation de contact telle que la 
surface (90) et la surface cherchée soient remplacées par des surfaces régu- 
lières. La question ainsi transformée sera alors une de celles auxquelles on 
peut essayer d'appliquer la méthode des fonctions majorantes. Seulement, 
une étude nouvelle sera nécessaire à cet effet, car cette question ne rentre 
dans aucun des problèmes traités jusqu'ici. Elle conduirait à les généraliser 
encore, en] abordant le suivant, qui les comprend tous comme cas parti- 
culier et dont l'étude offrait en elle-même un grand intérêt : 
Etant données cinq équations aux déinvées partielles 

trouver une surface intégrale de la premièi^e équation sur laquelle il 
existe une ligne l ou Von ait à la fois /*, = 0, /"^ = et une ligne l' ou 
Von ait a la fois /"g = 0, /^ = (ces données étant supposées telles que 
ces différentes conditions puissent être vérifiées ensemble à l'origine où les 
deux lignes ly V devront passer). 

En un mot, on ne connaît ici, aucune ligne par laquelle doit passer la 
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sarface cherchée : où sait seulement que, le long de son intersection 
(inconnue) avec la surface (90), les coefficients angulaires de son plan 
tangent doivent vérifier Téquation (98) et qu'une équation analogue doit 
avoir lieu sur son intersection avec la surface x = a. 

!!ï34. — Sans nous arrêter à rechercher si Ton pourrait disposer de la 
transformation de contact de manière à ce que ces conditions deviennent 
ponctuelles, en sorte qu'il en résulte la connaissance de deux lignes situées 
sur la surface transformée, nous remarquerons que la question se pose 
d'une façon un peu différente si ce n'est pas sur la première onde que le 
phénomène se produit tout d'abord, ce qui arrivera par exemple, si on 
commence par donner au piston une accélération négative pour changer 
plus tard le signe de celte accélération. Dans ce cas, l'arête de rebrous- 
sement de la surface qui représente le mouvement de gauche aura un 
point de rebroussement, de sorte que le développement (90) et le dévelop- 
pement cherché devront être modifiés en conséquence. 

Il est également clair que la question deviendrait notablement plus com- 
pliquée s'il fallait tenir compte de l'objection d'Hugoniot. Non seulement, 
en effet, on aurait deux nouvelles surfaces à trouver et non point uneseule^ 
puisqu'il s'établirait au point origine du phénomène une discontinuité 
station naire portant sur les dilatations ; mais comme nous l'avons dit au 
n° 211, aucune de ces surfaces ne satisferait à l'équation aux dérivées par- 
tielles (8) : celte équation serait remplacée par une équation de la forme 
(6) dans laquelle la valeur de k serait, non seulement une fonction de a, 
mais une fonction inconnue de celte quantité, fonction dont la forme 
dépendrait des diverses quantités qui figurent dans les équations (91) et 
suivantes. 

Par contre, en restant au point de vuedeRiemann^ notons qu'on pourrait 
espérer une simplification de la question en donnant à m la valeur 1, 4 
pour laquelle (n" 175) l'équation (8) s'intègre explicitement. 

235. — D'après ce qui précède, le phénomène de Riemann-Hugoniot 
donne naissance à deux ondes se propageant en sens inverse. Comme nous 
l'avons déjà remarqué (n' 222), on obtient ainsi, par réflexion sur le pis- 
ton et rencontre d'ondes se propageant avec des vitesses différentes, toute 
une série d'états nouveaux du fluide. Doit-on admettre avec Hugoniot que 
tous ces états tendent vers un étal limite commun, celui que Ton obtien- 
drait en communiquant brusquement au piston la vitesse V qu'il acquiert 
en réalité par une accélération progressive ? 
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On ne pourrait évidemmenl répondre d'une façon générale à cette ques- 
tion qu'en faisant tout d'abord une étude approfondie du premier mouve- 
ment qui prend naissance à la suite du phénomène de Riemann-Hugoniot, 
ce que la méthode précédente ne permet pas d*obtenir. Nous nous conten- 
terons donc de répondre à la question dans un cas où cette première étude 
est toute faite, celui qui a été considéréau n* ÎÎOîîeloùlaloi d'accélération 
est telle que toutes les ondes successives nées au contact du piston se 
rattrappent en un même point. De plus, nous ne tiendrons pas compte de 
l'objection d'Hugoniot et nous supposerons la loi de Poisson toujours 
applicable. 

Dans ces conditions, nous savons qu'à Tinslant T où les ondes se rejoi- 
gnent naît une discontinuité du premier ordre. Si, après avoir atteint la 
vitesse V en accélérant son mouvement suivant la loi indiquée au n"* 202, 
le piston se meut ensuite uniformément avec celle vitesse, les mouvements 
entre lesquels a lieu la discontinuité en question seront tous deux repré- 
sentés par des équations de la forme (81) (w étant calculé, pour le 
mouvement de gauche, par l'équation (54) et étant égal à 1 pour le mou- 
vement de droite). Dès lors, on pourra prendre pour le mouvement 
intermédiaire une équation de la même forme, avec une vitesew,, une 
dilatation w^ et une pression q^ qui s'obtiendront comme il a été indiqué 
aux n°* 213-214. 

Ainsi qu'il a été constaté plus haut (n° 21*7), la pression qi sera com- 
prise entre la pression p^ du mouvement de gauche et la pression primitive 
Pq. Au contraire, u^ sera non seulement positif, mais supérieur à V. L*état 
intermédiaire du fluide sera représenté par un point de la courbe (2'), — 
point que nous désignerons, pour abréger, par la lettre q^ qui représente 
la pression — lequel sera intermédiaire entre le point i}^ qui correspond à 
l'état de repos, et le point Pi qui correspond au mouvement de gauche, le 
point q^ {fig» 17) sera d'ailleurs déterminé par l'équation 



9iPo — 9iPi = y 



où qiP^, q^Pi désignent les distances hyperboliques définies au n® 214. 
Lorsque Tonde rétrograde par laquelle l'état (q^, m^) se propage dans 
l'état {p^y a)i) atteint le piston, elle donne naissance, par réflexion, à un 
nouvel état Qt^, coj défini par la double condition d'être compatible avec 
le premier état intermédiaire, et de correspondre à une vitesse égale à V. 
La vitesse de propagation devant être positive, on verra, comme il est 
expliqué au n° 221, que la pression p, ^^t inférieure à qi et que, d'autre 
part, la distance hyperbolique q^p^ est égale à Wj — V, c'est-à-dire èLq^p^. 
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On voit que ce point p, peut être considéré, en un certain sens, comme 
le symétrique de pi par rapport à ^,, de sorte que la réflexion se traduit 
ici par un certain renversement des diiïérences de pression. 

236. — Soit P le point de la courbe (20 tel que Ppo «0"^ égal à V, la 
pression P correspondante étant supérieure à p^. 

Je dis que p^ est inférieur à P. 

C est ce qui résulte du lemme suivant relatif aux distances hyperboliques : 

Soit P1P2P3 ^" triangle tel que les longueurs hyperboliques de ses côtés 
soient toutes trois réelles. Alors la plus grande de ces longueurs sera au 
moins égale à la somme des deux autres, l égalité n'ayant lieu que si les 
trois points sont en ligne droite. 

Supposons, en effet, pour fixer les idées, Pi > p, > p^ et, par consé- 
quent, <*>i < Wj < <«>3. de sorte que la plus grande des trois longueurs 

hyperboliques sera PiPs = t / — (Pi — p,) (wj — c^J . Alors l'inégalité à 

\ ro 

démontrer pourra s'écrire (une fois élevée au carré) 

^ [(Pi —PU -^ (Pi —P,)] [K — ^,) -^ K — <^i)] 

> f^ Wpi — Pi \^^i — w^ -h t/pî — Pa V^wj — CD J* 

et, sous cette forme, résulte de l'ideotité bien connue de Lagrange appliquée 
aux quatre quantités \/p^ — p,, V^p, — p^, y/wj — w», V^g — w,. 

En vertu de cette même identité, l'inégalité n'est remplacée par une 
égalité que si l'on a 



\^Pi — Pi \^'^z — ^i — \/Pi — Ps \/^i — w, = 0, 

ce qui est la condition pour que les trois points soient en ligne droite. 

Notre conclusion est donc démontrée. Elle peut, bien entendu, s'énoncer 
encore ainsi : Chacune des longueurs hyperboliques des côtés du triangle ^ 
à Verception de la plus grande^ est inférieure à la différence des deu^ 
autres. 

23*7. — Ceci étant établi, considérons le triangle Poî^iPr Dans ce 
triangle, on ^ q^p^ — q^p^= V = Pp^. Etant données les situations res- 
pectives des trois sommets du triangle,] ceci montre que le troisième 
côté p-iP^ est inférieur à Pp^, ce qui entraine bien pg < P. 
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238« — L*onde ainsi née par réflexion sur le pislon vase propager avec 
une certaine vitesse, laquelle est certainement supérieure à celle de la dis- 
continuité qui existe entre l'état {q^, m^) et Tétat primitif de repos. En effet, 
les vitesses de propagation de ces discontinuités dépendent des coefficients 
angulaires des cordes joignant les points re- 
présentatifs des états entre lesquels elles ont 
lieu. Dès lors, en raison de la convexité de la 
courbe (2% ces vitesses croissent avec les 
pressions. Or, la pression p, est supérieure 

Dans ces conditions, la nouvelle onde rat- 
trapera asi^urément la primitive : a ei t étant 
considérées comme des coordonnées planes 
(ainsi qu'il a été déjà fait à la fig. 10), la 
marche de ces deux ondes sera celle qui est 
représentée fig. 16. En leur point de concours 
naîtra un nouvel état intermédiaire, caractérisé par une pression q^^ une 
dilatation nr, et une vitesse u^. 

pTp^ étant cette fois inférieur à V, q^ sera compris entre p^ et P, et déter- 
miné par la condition 

Soient maintenantes et (03 la pression et la dilatation qui prendront 
naissance par réflexion lorsque l'onde rétrograde (9,, v,, u^) rencontrera 
le pislon. p^ sera supérieur à q^ (parce que u^ est 
inférieur à V) et l'on aura 

de sorte que q^ p^ est égal à q^p^ (fig. 17). 

La pression pg est supérieure 
à P. C'est ce que l'on voit dans 
le triangle p^ q^ p^, dans lequel 
le plus grand côté est p^p^, pen- 
dant que la somme des deux 




FigiT 
autres côtés est égale à Pp^. 

Dès lors, la même série de phénomènes va recommencer. Pour la même 
raison que tout à l'heure, l'onde qui propage la nouvelle pression />g rejoin- 
dra celle qui propage la pression q^ et, en leur point de rencontre, prendra 
naissance une nouvelle pression q^ comprise entre 9, et P : celle-ci engen- 
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drera par réflexion sur le pislon une pression /^^ comprise entre jj^ ^^ ^; 
et ainsi de suite. 

Les pressions p^, p^, .... P2n-i .•••> sont supérieures à P et vont en 
décroissant : elles tendent donc vers une limite, et il en est de môme pour 

S'a» ^3» •••• Çin—i Pareillement, p^^ P^ •••• Pzn .... vont en croissant et 

restent inférieurs à P : ils tendent vers une limite ainsi que ^2*?4> ".^an» 

Nous allons enRn constater que ces limites sont toutes quatre égales à P. 

En effet, le triangle Ppi q^ nous donne d'abord 

puis le triangle Pçg P% donne 

En retranchant membre à membre ces deux inégalités, il vient 



Pçr, + P^, H- p^q, —p^q^< Ppi — Pf>8- 

Autrement dit, les quantités Pc,, Pg', sont inférieures à la dififérence 
Ppl — Ppg. D'une manière générale, les quantilés Pç'2n-jt Pq^n+i sont 
inférieures à Ppan— i — Ppin -h i ' elles tendent donc vers lorsque n aug- 
mente indéSniment, d'où résulte que q^n-i et ^2» tendent vers P. D'ailleurs 
la relation 



9iPiA-i =±{^Po — 9iPo) 

montre qu'il en est de même pour p. Or, la pression P est celle qui s'éta- 
blirait^ d*après les considérations du n"" 221, si le piston passait sans 
transition de la vitesse à la vitesse V. Nous constatons donc, conformé- 
ment aux vues d'Hugoniot, que celte pression est bien la même qui se 
produit Gnalement par le jeu des réflexions successives. 
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230« — Après nous être occupés, dans le chapitre précédent, du mou- 
vement d*un gaz en supposant que ce mouvement est exclusivement 
rectîligne, reprenons les équations du mouvement à trois dimensions, 
autrement dit, les équations 

(1) ) [^P = Y-~^^. 

i dp __ a«^ 

, p s; — ^~" w' 

Nous avons vu, au chapitre III, qu'entre ces équations et les conditions 
à la paroi, existait une contradiction apparente. Mais la discussion présen- 
tée plus haut dans le cas du mouvement rectiligne nous montre comment 
cette difficulté doit être éclaircie. L'accord entre les deux séries de condi- 
tions est maintenu grÀce à la production de discontinuités qui naissent au 
contact de la paroi et se propagent au sein du fluide. De pareilles ondes 
prendront naissance chaque fois que les accélérations d'ordre quelconque 
de la paroi seront différentes de celles qui résulteraient des équations 
internes du mouvement, et seront d'un ordre égal à celui des accélérations 
pour lesquelles cette discordance aura lieu. Au cours d'un mouvement 
quelconque, elles se produiront lorsque l'accélération ou l'une des accélé- 
rations d'ordre supérieur de la paroi deviendra discontinue par rapport au 
temps. 

Eludions donc la propagation d'une discontinuité dans le gaz en suppo- 
sant pour fixer les idées, qu'elle soit du second ordre. La pression étant 
Hadamaed 15 
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supposée fonction de la densité, les équations du mouvement s'écriront 
encore : 



(1') 



De part et d'autre d'une discontinuité de second ordre, les composantes 
de l'accélération prendront deux séries de valeurs 

/S»a;\ /8*y\ /è'z\ . /i'x\ /8'v\ /8»-\ 

w): w): UO.' Ispj; w): w), 

et les dérivées de la densité deux séries de valeurs 

\d^// \ôy// \^),' V0S/2' \5^/j' uWs" 

Les unes et les autres satisferont aux équations précédentes. Les 
composantes de la force étant supposées continues, si Ton retranche 
membre à membre les unes des autres les relations ainsi obtenues, il 
viendra 



dp 
dp 



dp 

dp 



dp 
dp 






Soient X, jx, v les composantes de la discontinuité rapportées à Vétat 
actuel pris comme état initial; 6, la vitesse de propagation. Les variations 
des composantes de Taccéiération seront, X6^, jjiS^, v8*. Celles des dérivées 

de log - seront données par les formules (63) du n° 1 1 1 : on aura donc 

P 
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eo désignant toujours par a, p, y ^^^ cosinus directeurs de la normale à la 
surface de discontinuité S, 

(™^(X, + (.p + vf) = xes 

(2) pg(X,+ ^P+vY) = H9S 

( Y 3^ (X« + Htp -»- vy) = v6^ 

X, (ji, V ne sont pas nuls simullanéraent, sans quoi la discontinuité ne 
serait pas du second ordre, mais du troisième. Si donc 6 est différent de 0, 
il en est de même de l'un au moins des seconds membres des équations 
précédentes; et Ton voit que ces seconds membres sont proportionnels 
à ^. P, Y. 

Ainsi, dans un gaz, toute discontinuité du second ordre qui se propage 
est (115) longitudinale. 

D'autre part, la quantité Xa -+- fi^ -h vy qui, dans le cas général, repré- 
sente la projection de la discontinuité sur la normale de la surface d^onde, 
n'est ici autre que la grandeur même de cette discontinuité ; et, en la mul- 
tipliant successivement par a, p, y on obtient ses projections sur les axes 
coordonnés, c'est-à-dire X, fi, v. Les équations (2) se réduisent donc à 

Ainsi, la vitesse de propagation de la discontinuité rapportée à l'état 
acitiely a pour valeur i / nr * 

240» Si on voulait avoir la vitesse de propagation 6^ rapportée à un état 
initial quelconque (a, 6, c), il faudrait diviser par la dilatation normale 
à Tonde, dans le passage de cet état à Tétat actuel. En désignant par 
^(da, dhy de) la forme quadratique introduite au n<» 51 et par * la forme 
adjointe de <p, par p^ la densité de l'état initial, on aurait (*) 

(A\ A2 _ p! ç^ » (/à* A> fc) • 



(») Voir la note de la page 92. 
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Quant à la vitesse de déplacement 1\ comme elle est liée à 6 par Téqua- 
tion (54)duno iqo, on a 

(5) T = y/^ ^u^^v^^ N V, 

w, i\ tv élant les composantes de la vitesse. 

241. — Il nous reste à examiner l'hypothèse 9 = 0. Les équations (2) 
donnent alors Xa -h fJ^P H- vy = 0. Autrement dit, la discontinuité est 
transversale. 

Un gaz pourra donc offrir : 1"* des discontinuités longitudinales se propa- 
geant avec la vitesse t / ^ ; 2** des discontinuités transversales station- 
nai res. 

!242» — Nous avons supposé, pour fixer les idées, la discontinuité du 
second ordre. Mais les résultats que nous venons d'obtenir subsistent en ce 
qu^ils ont d*essentiel pour un ordre n supérieur à 2. Supposons, en effet, 
— ce que nous avons évidemment le droit de faire — , a différent de 0'; et 
différencions les équations (!') n — 2 fois par rapport à œ. Les termes 
contenant les dérivées partielles d'ordre n seront seuls affectés par la dis- 
continuité. Or, au second membre, ces termes proviennent exclusivement 

O^wP 0^1/ 0^2ê 

de la différenciation de -^^ g^» ^^ ; et, au premier, il faut, pour en 

obtenir, faire porter tout le poids de la différenciation sur les facteurs 

^^ ^ » *— _§-P, — -S-?. Dans ces conditions, et si Ton a écard aux for- 

mules (57), (57'), (68) du chap. Il, on voit que les équations auxquelles 
on parvient ne sont autres que les relations (2), les deux membres de 
chaque équation étant simplement multipliés par a'*-^. Donc, comme pré- 
cédemment, nous pourrons avoir, d'une part, des discontinuités longitudi- 
nales se propageant avec la vitesse \/ ^^l d'autre part, les discontinuités 
transversales station naires. 

Ainsi que Ta remarqué Hugoniot, il en est encore de même dans des 
conditions un peu plus générales. Nous avons vu plus haut que, dans cer- 
tains cas, p pouvait t tre fonction non seulement de p mais encore de a, b, c : 
C'est ce qui se produit, par exemple, lorsqu'à aucun moment le gaz n'a été 
homogène, ou lorsqu'il s'y est produit des ondes du premier ordre. 
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Que deviendront» dans ces conditions, les équations (1') ? On voit 
immédiatement (en se reportant aux équations (1)) qu'elles seront modi- 
fiées rei^pectivement par l'addition des termes (^) 



1 /ôg 5a bpàb^ àp de \ 



Or, ceux-ci ne contiennent que des dérivées du premier ordre de x, y, z 
par rapport à a, 6, c, i el, par suite, n'éprouveront aucune discontinuité. 

D0DC9 les formules (2] subsisteront, la quantité -^ étant, bien entendu, 

remplacée par la dérivée partielle de p par rapport à p. Celte dérivée don- 
nera donc encore le carré de la vitesse de propagation. 

Il en serait encore de même si les forces X, Y, Z dépendaient de la den- 
sité (à l'exclusion de ses dérivées) ou contenaient d'une façon quelconque 
les dérivées premières de ^, y, z, 

243« — Nous venons de voir que la vitesse de propagation s'exprime 
par une racine carrée et est par conséquent, susceptible d'un double signe. 
Il semble donc au premier abord qu'à un instant quelconque le sens de 
celte propagation soit indéterminé. 

Il est cependant à peu près évident a priori que ce sens ne saurait être 
tout à fait quelconque, qu'il ne saurait, par exemple, changer brusquement 
au cours du mouvement. En fait, il est aisé de voir que, pour une discon- 
tinuité donnée, ^ a un signe parfaitement déterminé. Cette quantité doit 
en effet, satisfaire non seulement à l'équation (3), mais aux conditions de 
compatibilité 



(6) 






du n^ 103. Dans ces dernières, il est la seule inconnue et est, par suite, 
donné sans ambiguité, puisqu'il y figure au premier degré. 

1144. — Si Ton n'avait pas les équations (6) ainsi que (2), (8), c'est 

(1) Dans ces termes les dérivées J^» ^j J^ sont déduites de l'équation qui donne ^i 
en fonction de p, a, b, considérés comme quatre variables indépendantes. 
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qu'il n'y aurait pas compatibilité. Nous savons alors que la discontinuité 
ne pourrait pas rester unique et nous pouvons nous proposer d'étudier ce 
qui se produira dans ces conditions. Mais avant de procéder à cette recherche, 
nous avons à parler du cas des liquides. 

Pour ceux-ci, ainsi que nous l'avons remarqué précédemment (n° 136), 
il ne peut y avoir de discontinuité normale, ni môme de discontinuité ayant 
une composante normale, puisque celle-ci influerait sur les dérivées de la 
densité. 

Nous allons voir, d'autre part, qu'une discontinuité normale pourrait 
seule se propager. Nous pouvons même énoncer ce résultat sous la forme 
générale suivante : 

Dans un milieu en mouvement, si les composantes de Vaccéléi^aiion 
sont égales, a des quantités continues près, aux dérivées partielles {par 
rapport au^ coordonnées actuelles) d'une 7néme quantité partout con- 
tinue *, il ne peut se propager que des discontinuités (du second ordre) 
normales. 

En effet, les variations des composantes de l'accélération sontÀÔ*, jiô^, vO- 

<^*ï* ô*l* ô4* 
et doivent être éeales aux varialions de - > — » — . Or, celles-ci, puisque * 

° bX ^g dZ ^ Ml 

est supposé continu, doivent être, d'après le lemme du n° 73, propor- 
tionnelles à a, p. Y» H en est donc de même de X, {i, v si 6 est différent de 0. 

On voit donc que le saut d'accélération est normal y et ce résultat est 
obtenu sans quHl soit 7iécessaire de faire ifitervenir la compatibilité, ni 
aucune hypothèse autre que la continuité de * à l'instant considéré. 

Si maintenant nous admettons qu'il y a compatibilité, avec une vitesse 
de propagation différente de zéro, nous savons que la direction du saut 
d'accélération est aussi celle du segment caratéristique (X, |ji, v). 

Le lemme que nous venons de démontrer s'applique immédiatement au 

cas qui nous occupe, la quantité * étant ici -, en vertu des équations (1). 

P 

On remarquera que même s'il n'y a pas compatibilité ou même si la dis- 
continuité est du premier ordre et non du second, sous la seule condition 
de supposer la pression partout continue, le raisonnement précédent montre 
que la variation brusque d'accélération est un segment normal à Vonde, 

!1Î45. — 11 est aisé de généraliser à une discontinuité d'un ordre quel- 
conque n. Dans ce cas la variation de l'accélération d'ordre n dépend (*) de 

(1; On n'a pas ^ „:_ô ( ,^, I — ^"~, ( ~77.TT ) î "^aisla différence de ces deux expressions 
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3n-2*j — :. 

celles des dérivées de gpr^^. Or, les dérivées (n — 2)^'»«« de p par rapport 

à X, y, js, pouvant s'exprimer en fonction des dérivées d'ordre n — i des 
coordonnées, sont continues dans Thypothèse actuelle et il en est de même 
pour les autres dérivées (n — 2)*'»«« de p, en vertu de la proposition fonda- 

mentale du n® 97. On peut donc appliquer à §T;fzi l© lemme précédent, et 

déduire de là que la variation d'accélération d'ordre n est un segment 
normal à Tonde. 

246. — Si maintenant on fait intervenir les conditions de compatibilité, 
on voit que la composante tangentielle de la discontinuité, et, par consé- 
quent, celle-ci tout entière sont nulles s'il y a propagation. 

Il est donc établi que le mouvement d'un liquide ne peut présenter que 
des discontinuités à la fois stationnaires et langentielles. 

247« — Le lemme qui vient d'être utilisé est d'ailleurs également 
applicable aux gaz, en prenant pour 4> la quantité I -^, qui est une fonc- 
tion de p. Le fait, précédemment constaté, que toute discontinuité qui se 
propage dans un gaz est normale, est donc, comme on le voit, une consé- 
quence de celui-ci, que les accélérations dérivent d'un potentiel. 

248* — Reprenons maintenant, comme au chap. Ifl, un liquide dans 
lequel on donne les positions et les vitesses des différentes molécules, et 
supposons que ces données présentent, le long d'une certaine surface S, 
une discontinuité du second ordre, laquelle sera, par conséquent, connue 

en chaque point en ce qui concerne les dérivées d'indice zéro g-^, .... et les 
dérivées d'indice un -?— ^, Nous ne supposons d'ailleurs pas que les 

conditions de compatibilité soient vérifiées. Mais, par contre, les condi- 
tions identiques le sont nécessairement, puisque la discontinuité est 
du second ordre tout le long de S. Nous aurons donc en chaque point de 
celle-ci deux segments donnés, dont les directions ne sont pas nécessaire- 



(comme on le voit en exprimant le symbole g- en fonction de ^ et développant) ne 

comprend que les dérivées des coordonnées jusqu'à Tordre n — 1 et les dérivées de 
la pression jusqu^à l'ordre n — 2, toutes quantités continues dans nos hypothèses. 
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ment les mêmes. Quelles seront, dans ces conditions, les discontinuités 
éprouvées par 3-, . ^,* ^? 

Nous nous placerons d'ailleurs, pour répondre à cette question, dans 
l'hypothèse où il ne se creuse pas de cavités à l'intérieur du fluide et où, 
par conséquent, les deux régions situées départ et d'autre de S restent for- 
cément contîgues l'une à l'autre pendant toute la durée du mouvement. 

La question se simplifie notablement en raison des propriélés physiques 
particulières aux fluides. Ceux-ci ne conservent en effet aucune trace de 
leur état initial, si ce n'est que la densité ne cesse pas d'être donnée par 
l'équation (8') du n« 47. 

Dès lors, la restriction apportée au choix de l'état initial au n^ 45^^'* cesse 
d'être nécessaire : on peut indifféremment substituer l'un à l'autre deux 
états initiaux tels que les dérivées des coordonnées de l'un par rapport 
aux coordonnées de l'autre présentent des discontinuités ou des singularités 
quelconques pourvu que le déterminant fonctionnel des anciennes coordon- 
nées par rapport aux nouvelles soit continu ainsi que ses dérivées. 

Or, dans le cas actuel, les positions données des molécules doivent évi- 
demment être choisies telles que la densité soit constante. 

Donc, quoiqu'il y ait discontinuité, nous pouvons prendre, pour tout le 
fluide, l'état actuel comme état initial et, par conséquent, annuler le seg- 
ment qui correspond aux dérivées d'indice zéro. 

Pour voir ce que sera, dans ces conditions, le segment (X^ |jl,, Vj) qui 
correspond aux dérivées d'indice un, nous devons nous rappeler que les 
vitesses sont nécessairement choisies telles que la dérivée de la densité par 
rapport au temps soit partout nulle. Si alors nous nous reportons au calcul 
de la variation de celle dérivée, tel qu'il a été fait au n° 1 1 fi'is (les con- 
sidérations du n** 1 1 1 ne peuvent être invoquées ici, puisqu'il n'y a pas 
compatibilité) nous voyons que le segment (X,, jjij, Vj) doit être tangent à 
la surface S. 

Quant à l'accélération, elle n'éprouvera aucune discontinuité (si l'on 
écarte toujours le cas où le fluide se creuserait de cavités). En effet, nous 
avons vu précédemment (n** !ï44) qu'en vertu des équations du mouve- 
ment, une telle discontinuité devrait être normale et, d'autre part, nous 
savons qu'elle devrait être tangenlielle, sans quoi, elle ne saurait subsister 
qu'en se propageant, ce qyi est impossible. 

240. Mais on peut aller plus loin et affirmer, non seulement que les 
accélérations de tous les ordres sont continues, mais encore que la discon- 
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tinuité donnée ne donne lieu, dans la suite du mouvement» à aucune 
discontinuité absolue. 

Pour le voir, rappelons-nous les considérations du n* 244, d'où résulte 
que le saut d'accélération^ dans la discontinuité considérée, est nécessaire- 
ment normal. Celle conclusion subsiste lo7*s même qu'il y a saut de 
vitesse. 

Soient alors ^\ r^' des coordonnées curvilignes sur la surlace de discon- 
tinuité, coordonnées qui définissent une molécule quelconque de cette 
surface appartenant à la région 2 ; S, t^ les coordonnées curvilignes, à Tins- 
tant t^ de la molécule de la région 1 qui, à l'instant t, coïncide avec la 
molécule (Ç', tj') de la région 2. Pour 5', r^' données, $ et y; sont des fonctions 
de t. La condition que le saut d'accélération soit normal donne, pour ces 
fondions, deux équations différentielles du second ordre, lesquelles sont 
évidemment vérifiées lorsque l et r^ sont constants (^). C'est, dès lors, néces- 
sairement, cette dernière circonstance qui se produira si, à un instant déler- 

miné, les deux dérivées -t.* -tj sont nulles : ce que nous voulions établir. 

!1Î50« — Il est aisé de vérifier, sur des exemples simples de disconlinuités 
portant sur les tourbillons, c'est-à-dire de discontinuités transversales 

portant sur les dérivées de la forme <-j., .-.. l'existence d'un mouvement 

sans discontinuité absolue. 

Prenons, par exemple, un mouvement à deux dimensions défini par la 
double condition : 1"* de se réduire, dans tout le volume d'un certain cylindre 
de révolution C dont Taxe est vertical, à une rotation uniforme autour 
de cet axe; 2° d'avoir une rotation moléculaire nulle dans tout l'espace 
restant. Les méthodes connues de l'Hydrodynamique montrent que, dans 

ces conditions, il existe un potentiel des vitesses égal à A: arc tg ^ , k étant 

une constante et Taxe des z étant l'axe de C. La vitesse sera alors perpen- 
diculaire au plan mené par le point {x, y) et l'axe, et inversement propor- 
tionnelle à la distance r = \oc^ -h y* . Chaque point extérieur à C décrira 
donc une circonférence et tournera, pendant un temps ^ d'un angle égal 



(>) Voir la note III à la fin du volame. 
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De plus, la vitesse devant être continue à l'origine du mouvement, la 

constante k aura dû être calculée de manière à ce que, à la surface du 

cylindre, la vitesse angulaire soit la même que celle des points intérieurs. 

, Dans ces conditions, il est clair que les points inté- 

\ I . / rieurs et extérieurs qui seront en contact les uns avec 

\ I / les autres seront les mêmes à tout instant. 

v I / 

Par contre, la surface du cylindre sera évidemment 

le siège d'une discontinuité du premier ordre portant 

8j? 




sur les dérivées 



Sa' 



Seulement, cette discon- 



tinuité ne serait pas physiquement appréciable. Elle 
n'existerait pas à un instant quelconque, considéré en 
lui-même, mais serait uniquement relative aux posi- 
^^8' *S tions à deux instants différents comparées les unes 

aux autres. Autrement dit, une ligne à tangente continue, telle que celles 
qui sont représentées sur la fig, 18, traversant la surface du cylindre, 
serait remplacée, aux instants suivants par une ligne 
ayant Tallure représentée sur la fig. 18^". 

L'existence d'une discontinuité de cette espèce ré- 
sulte bien, dans le cas général, des considérations qui 
précèdent : nous savons (n* 93) qu'une discontinuité 
station naire du second ordre affectant les dérivées 
d'indice un donne naissance à une discontinuité du 
premier ordre portant sur les dérivées d'indice zéro. 

251. — Revenons maintenant au cas des gaz. 
Soient encore données les positions et les vitesses des ***§• *^ 

molécules avec une discontinuité du second ordre en tous les points d'une 
surface S, les conditions identiques étant vérifiées, mais non les conditions 
de compatibilité. H existera donc, en chacun de ces points, deux segments 
()v, a, v) et (Xj, jjtj, Vj) correspondant respectivement aux dérivées d'indice 
zéro et d'indice un. 

Plaçons-nous d'abord dans un cas particulier, celui où ces segments sont 
tous deux normaux à S. Alors on peut déterminer deux discontinuités nor- 
males se propageant, l'une avec la vitesse 6 donnée par la formule (3), 
l'autre avec la vitesse — 6, dont la superposition produit la discontinuité 
donnée. 

Soient, en effet, lei V les grandeurs de ces deux discontinuités; h et A 
les grandeurs des segments donnés, (X, |ji, v) et (Xi, Uj, Vj) comptés comme 
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positives OU comme négatives suivant leur sens. II est clair qu'on devra 
avoir 



<') ):=;/- 



et que, réciproquement, si ces deux conditions sont vérifiées, les ondes de 
grandeur l et l' sont bien celles que nous cherchons. 

Or, les deux équations précédentes sont évidemment toujours résolubles 
par rapport à Z et l\ 

ft^9» Pour traiter le cas général, il suffit de combiner ce que nous venons 
de dire avec les résultats obtenus dans le cas des liquides. 

Nous sommes libres de prendre l'état initial que nous voudrons, pourvu 
que la densité et ses dérivées y soient continues. Nous pourrons dès lors, 
en faisant coïncider cet état initial avec Télat actuel dans la région i , le 
définir dans le région 2 de la fagon suivante : 

Considérons chaque point M de la région 2 comme défini par sa distance 
normale Mm == 8 à S et par la position du point m. Sur la même normale 
à S, portons une nouvelle distance Mm^ = %. Nous pourrons évidemment 
choisir celte dernière en fonction de la première et de la position de w, de 
manière que, si Ton imagine chaque molécule de la région 2 transportée 
de sa position véritable M à la position M^ correspondante, la densité 
devienne continue ainsi que toutes ses dérivées. C'est Fétat fictif ainsi 
obtenu que nous prendrons pour état initial. 11 est clair qu'alors le segment 
(X, |ji, v) sera normal à la surface de discontinuité. 

Nous pourrons, d'autre part, décomposer le segment (X,, |Xi, v,) en sa 
partie normale et sa partie tangentielle. Si nous faisons d*abord abstraction 
de celte dernière, nous serons ramenés au cas que nous venons d'étudier, 
et nous trouverons deux feuillets de discontinuité se propageant en sens 
opposés avec la vitesse 6. 

Il suffira, dès lors, d'adjoindre à ces deux ondes la discontinuité produite 
par la composante tangentielle du segment (Xj, (x,, vi). Celle-ci est forcé- 
ment stationnaire. On pourra lui appliquer sans modification les raisonne- 
ments présentés dans le cas des liquides. Les accélérations de tous ordres 
resteront donc continues lorsqu'il ne subsistera plus que cette troisième 
discontinuité : le résultat produit sera une déformation du premier ordre 
de l'une des régions par rapport à l'autre, ainsi qu'il a été expliqué tout à 
rheure. 
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!253. — C'est d'une manière tout analogue que Ton déterminera l'état 
qui prend naissance au contact de la paroi lorsque l'accélération normale 
de celle-ci sera en discordance avec celle qui résulterait des équations 
internes du mouvement, comme nous l'avons expliqué aux n^* 1 30-1 40. 
Nous aurons alors à faire intervenir une discontinuité normale se propa- 



geant avec la vitesse 6 r= 4 / -C vers l'intérieur du fluide. La grandeur l 

de cette discontinuité sera déterminée par la condition que Zô^ soit égal à 
la différence des deux valeurs de l'accélération normale. / étant ainsi cal- 
culé, on n'aura plus qu'à appliquer les formules, du ch. II pour obtenir les 
dérivées du second ordre au contact de la paroi, puisqu'on connait ces 
mêmes valeurs avant la naissance de la discontinuité. 

254. — Les résultats les plus importants qui aient été obtenus jusqu'ici 
en Hydrodynamique sont, comme on sait, relatifs à la conservation des 
tourbillons et, par conséquent, à celle du potentiel des vitesses, lorsqu'il 
existe. 

Or, les composantes du tourbillon sont formées avec les dérivées partielles 
du second ordre de a% y, z par rapport à a, 6, c, t. On doit donc se deman* 
der si les théorèmes qui les concernent ne sont pas mis en défaut lors du 
passage de nos discontinuités. 

La réponse est négative ; elle résulte immédiatement de ce que les discon- 
tinuités hydrodynamiques sont normales. Comme telles, elles n'affecteront 
pas la rotation moléculaire, dont la variation est proportionnelle (n° f 14) 
à la composante tangentielle de la discontinuité. 

255. — Au reste, le même fait se reconnaît (^) par la considération de 

l'intégrale 1 udx •+■ vdy H- wdz ou circulation^ qui fournit, comme on 

lésait (^), la démonstration la plus simple des théorèmes, dont nous parlons, 
ceux-ci revenant à la conservation de cette intégrale au cours du mouve- 
ment, lorsquelle est prise suivant un contour fermé C. 



(1) Nous nous contenterons d'indiquer sommairement la marche de ce raisonne- 
ment tout analogue à celui qui sera exposé plus loin, dans la noie III à la fin du 
volume. 

(*) Thomson, Cambridge Trans , 1869; Basset, Hydrodynamique y i. I. p. 70-73; 
DuHBM, Hydrodynamique, Elasticité^ Acoustique, t. I, p. 108-115 ; Poincahé, Théorie 
des Tourbillons, ch. I ; Appell, Traité de Mécanique^ t. III, ch. ixxv, etc. 
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La question est donc de savoir si l'intégrale en question, qui garde 
nécessairement la même valeur tant que le contour G reste dans une région 
où le mouvement est bien continu, peut en changer lorsque ce contour est 
traversé par une onde. 

Or, pendant un intervalle de temps dt^ Tinfluence d'une discontinuité ne 
s'exerce que sur les arcs « de C compris entre les deux positions occupées 
par Tonde au commencement et à la fin de cet intervalle : arcs dont la 
longueur est de Tordre de dt. D'autre part, si Ton écrit Tintégrale sous la 
forme 

(t étant un paramètre qui définit une molécule déterminée de la ligne C) 
Texpression u -j — ^ ^ d ~^ ^ ri' "® variera pas brusquement sur Tonde, 

puisque celle-ci est du second ordre. La quantité dont elle sera modifiée par 
la discontinuité, en un point quelconque d'un des arcs 5, sera donc de Tordre 
de cet arc lui-même, et l'altération correspondante de Tintégrale (8), de 
Tordre de «', c'est-à-dire de dt^. Donc la dérivée de cette intégrale sera nulle, 
comme quand le mouvement était continu. 

On peut s'étonner du succès de ce raisonnement, étant donné qu'il ne 
fait point intervenir la direction de la discontinuité, et que, d'après le n° 
précédent le résultat actuel cesserait évidemment d'être vrai si celle-ci 
n'était pas normale. Hais il faut observer que (n^ 247)Tor(hogonaliléqui 
existe entre la direction de la discontinuité et celle de la surface d'onde 
revient à Texistence d'un potentiel des accélérations, laquelle a été utilisée 
lorsqu'on a établi la conservation des tourbillons dans le mouvement 
continu. 

256. — Outre les ondes d'accélération, il peut se produire comme nous 
Tavons vu, des ondes du premier ordre, ou ondes de choc. Nous avons 
même constaté que de telles ondes peuvent naître lors même que la vitesse 
de la paroi ne présenterait aucune variation brusque. Il est aisé d'établir, 
pour la propagation de telles ondes, des équations tout analogues à celles 
que nous avons écrites aux n^" 205-200 dans le cas du mouvement 
rectiligne. 

Soit (X, fA, v) le segment caractéristique de la discontinuité, l'état initial 
étant celui de la région 1 : la variation brusque de la vitesse sera ( — X9, 
— JA0, — vO). Soit, d'autre part, [p] = pj — p^ la variation de pression. 
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Appliquons le théorème des quantités de mouvement projetées à un petit 
cylindre compris entre une portion S de la surface d'onde au temps t et la 
portion correspondante de la surface d'onde à Tinstant infiniment voisin 
t -h dt. Ce cylindre étant considéré dans Tétat 1 du milieu^ sa hauteur 
sera 

dn = %dt 
et sa masse 

Nous supposerons S très petit, mais cependant dt négligeable par rapport 
aux dimensions de S. Grâce à cette circonstance, nous pourrons négliger 
les pressions agissant sur la surface latérale de notre cylindre par rapport 
à celles qui agissent sur les bases. L'elîet des forces X, Y, Z serait égale- 
ment négligeable, comme nous Pavons vu au n^ 205. Si donc a, 3, y sont 
les cosinus directeurs de la normale à Tonde, lesquels ne varient pas brus- 
quement, il restera, puisque notre cylindre passe ('), pendant le temps dt, 
de la région 2 à la région 1 et, par conséquent, de la vitesse (t/| — ÀÔ, 
v^ — fji6, t{?j — v6)à la vitesse (Mj, r,, iv^ sous l'action des pressions nor- 
males opposées Pi etjo^, 

P,eSû?^ xe = — a[p] Sc?^ 

PjO ^dt, |jl8 = — p [p] Mu 

PieSc?^ vO=: — y[j>]Sc?^ 

Ceci nous montre tout d*abord que la discontinuité est nécessairement 
normale. Sa grandeur l est 

Le rapport des densités est donné par la formule (60) du n^ 109. Si 
nous tenons compte de ce que la discontinuité est normale et de grandeur /, 
il vient 

(10) ?;-*='• 

On peut éliminer l entre ces deux équations et on obtient 

(11) [p] = Pifl' (« - ^) = f; ^'(p» - p')- 



(•) Gomme au n*» tOS, nous supposons, dans le raisonnement, 6 positif, le résultat 
final étant, bien entendu, indépendant de cette hypothèse. 
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Cette formule correspond à l'expression (68) obtenue au n* 407 pour 
la vitesse de propagation. Elle a toutefois une forme un peu différente en 
raison de ce que nous prenons pour état initial Tétat actuel de la région i, 
ce que nous n'avions pas fait dans le cas du mouvement rectiligne. 

S57. Nous avons encore à écrire l'équation d*adiabaticité. Si nous 
adoptions la loi de Poisson, cette condition serait simplement 

Sl= El. 

pr Pi'" 

Pi ^^Pi étant les deux pressions. 

Si, au contraire, nous suivons la voie indiquée par Hugoniot, nous 
aurons à écrire directement que la différence entre le travail tolal des 
pressions, lequel, évalué comme nous Tavonsfaitaun^SOO, a Texpression 

^^^t = Pi (w, a 4- v^ p ^ 10 ^ y) — Pâ [(^t — Xe) a -h (v, — fx6) p ^ (m?i — vS)-^] 

et la variation brusque de force vive est égale à la variation d'énergie 
interne. Or, cette énergie, qui est, au facteur v près, le produit du 

volume par la pression a, dans l'état 1, la valeur — £j-t Sdt et, dans 

l'état 2, où le volume est multiplié par ^, la valeur ^ ^^ . - Sdt. 
Nous aurons donc (en supprimant le iacteur Sdt) 

^ Pa Ze — [p](Wia -+- ViP -t- w,t) -h ^-? [{ic^ H- f2 -h ^^)] 

Comme au n^ 200 nous aurons à transformer cette équation de manière 
à la rendre indépendante du mouvement absolu du fluide. A cet effet, nous 
n'aurons qu'à utiliser les équations précédemment obtenues 

Wj = Wj — /a6, 
r, = ri — ZpO, 

1^2 = t^l /tO, 

(où, iixf v^y Wi ; m^, v^^ u\ sont les deux vitesses) qui nous donneront la va- 
riation de force vive par unité de masse [(w* -h v* -H tv^)]. 
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L'équation (12) devient ainsi 

p,K - [p] («,a 4- »,p + ic, y) + ^i- |i*e» - 2/e (u.o< -H t»,p -h u.,7)| 



= ^~, (p'-p.};) 



et Ton voit bien alors que les termes en w, a -i- Vi p H- ?r, y s'éliminent en 
vertu de (9). Il reste (en divisant par 6, puis éliminant l et 6* par le moyen 
des équations (9) et (10)) 

(13) ^4^' (p. - p.) = -1-j (p, p, - p,p.) 

c'est-à-dire Téquation même que nous avions obtenue, pour le cas du mou- 
vement rectiligne, au n^ !^00 (les quantités u), et u)^ qui figurent en cet 
endroit étant inversement proportionnelles à p^ et à p^)* 

258. — La démonstration du n® 254, d'après laquelle les ondes d'accé- 
lération n'altèrent pas le mouvement tourbillonnaire, ne s'applique pas aux 
ondes de choc. Au contrdire, en modifiant convenablement le raisonnement 
du n° !255, on peut démontrer (*) que celles-ci sont capables de faire 
naître des tourbillons là où il n'en existait pas avant leur passage. 



(<) Voir la note III à la fin du volume. 
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APPLICATION A LA THÉORIE DE L'ÉLASTICITÉ 



250. — Nous allons, dans ce chapitre^ nous proposer d'étudier la pro- 
pagation des ondes non plus dans les liquides, mais dans les solides élas- 
tiques. Contrairement à ce qui se passait pour les liquides, il y a lieu, pour 
cette élude^ de prendre pour élatinitial non plus l'état actuel, mais un état 
parfaitement déterminé, dit état naturel^ du corps considéré. L'état initial 
étant ainsi choisi, les tensions internes sont des fonctions des composantes 
de déformation e^, e,, Cg, v^, Yj, Ta définies au n° 51. 

La distinction entre Tétat initial et l'état actuel n'a d'ailleurs pas à inter- 
venir dans le cas le plus simple que Ton ait à étudier, celui où l'on suppose : 
1** que le corps considéré est homogène et isotrope ; 2° que les déformations 
qu'il subit sont infiniment petites. 

Dans ce cas, les coordonnées a, h, c de l'état initial ^c'est-à-dire de Téta t 

naturel), coïncident sensiblement avec les coordonnées œ, y, z de Tétat 

actuel : on a 

07 = a H- 5, 

^ = C -h Ç, 

$, r^, Ç étant supposés très petits ainsi que leurs dérivéGs. Réduites aux 
termes infiniment petits du premier ordre, les composantes de déformation 
seront 



Les équations du mouvement se déduisent, comme nous aurons Tocca- 
Hadamabi) 16 
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c rappeler un peu plus loin, de la consiJéralion d*une cerlaine 
les cumposanles de déformation appelée énergie élastique. Dans 
risotropie où nous nous plaçons maintenant, celte quantité a une 
n de la forme 



fii' 



p dx dy dz 

V = L(e, ^ e, -H t,Y -^ M(2£f ^ 2t\ H- 2eJ h- ^J -^ ^| -+- tI) 

I sont deux constantes (*) telles que la forme quadratique W soit 
)silive, c'est-à-dire assujetties aux inégalités 

M>0, 3L-^2M>0. 
lations du mouvement s^écrivent 

I pg = MAl + (LH-M)^^-HpX, 



P^^Ï=MAÇ-H(L + M)g-i-pZ, 



xpression 



(J r=: — [- — -f- - — 

ùx i>y djs 



1 -h ff représente la dilatation ^, et X, Y, Z les forces données 
i à l'unité de masse. 

— Les équations (4) sont, comme on voit, du second ordre 
C ; elles font connaître les composantes de Taccélération dès 
i sont donnés pour chaque valeur de a, b, c, c'est-à-dire dès qu'on 
positions des molécules. 

érience nous enseigne que, pour déterminer le mouvement d'un 
ique, on doit se donner non seulement les positions et les vitesses 
lies à un instant donné, mais en outre une série de conditions 



[ésignons par L, M les coefficients que Ton nomme habituelletnent X, \l, 
is lettres étant employées ici avec une autre signification. 



Digitized by 



Google 



APPLICATION A LA THÉORIE DE l'ÉLASTICITÉ 2i3 

aux limites, telles que les mouvements des différents points de la surface 
du corps à tout instant, ou les pressions qui s'exercent à chaque instant 
sur cette surface. 

Dans ces conditions, nous rencontrons exactement la même difficulté 
que dans le problème de THydrodynamique. 

Plaçons-nous, par exemple, dans Thypothèse où Ton donne le mouvement 
de chacun des points de la surface. Nous connaîtrons dès lors, les accéléra- 
tions de ces points, et les valeurs trouvées pour ces accélérations sont 
entièrement indépendantes des équations internes : il n*y aura donc aucune 
raison pour qu'elles concordent avec celles qui résultent de ces équations. 
La contradiction est môme plus complète que précédemment, puisque ce 
sont les valeurs mêmes des accélérations, et non plus seulement leurs com- 
posantes normales, qui sont données par les conditions aux limites. 

Gomme dans le cas de l'Hydrodynamique, la solution de celte difficulté 
doit être cherchée dans la production de discontinuités du second ordre qui 
naissent à la surface limite et se propagent dans l'intérieur du corps : c'est 
cette propagation que nous allons étudier. 

L'état actuel coïncidant sensiblement avec l'état initial, soient A, jx, v les 
composantes de la discontinité rapportée à l'un quelconque de ces deux 
états ; la vitesse de propagation, a, p, y les cosinus directeurs de la nor- 
male à la surface d'onde. Si, dans les équations (4), nous remplaçons les 
variations brusques des dérivées du second ordre par leurs valeurs tirées 
des formules du n^ 103, il viendra 

ipW == MX -h (L -H M) X [U -h fxp 4- vy) 
pixO* = M{x -h (L -h M) P(Xa -h fxP 4- vy) 
pvO» = Mv ^ (L 4- M) Y(Xa H- (JL? -H v^). 

Si nous écrivons ces équations sous la forme 

(pe« — M) X = (L -f- M) a(Xa H- [iP -h vy) 
(p6» — M) fx = (L -h M) p(Xa 4- fip -h vy) 
(pe« — M) V == (L 4- M) Y(Xa -h |iP -h vy), 

nous voyons qu'elles sont entièrement semblables aux équations (2') du 
chapitre précédent. Par conséquent, d'après ce qui a été dit en cet endroit, 
elles admettront deux sortes de solutions : 

!**- = & = -: la discontinuité est longitudinale. Sa vitesse de propa- 
gation sera donnée par la relation p6^ — M == L -i- M, soit 

(6) e2 = ?M-±J^- 
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2** Xa -H |jip -h VY = : la discontinuité est transversale. Sa vitesse de 
propagation sera donnée par la relation p6* — M = 0, soit 



iV 



6» = -. 



Les deux valeurs de ainsi obtenues sont d'ailleurs réelles en vertu des 
inégalités (3). 

Ainsi, les corps solides isotropes sont susceptibles de propager, avec des 
vitessesdiiïérentes, deux séries d'ondes : les unes sont exclusivement longi- 
tudinales, les autres exclusivement transversales. Ainsi que nous l'avons 
vu au n° 115, les premières ne s'accompagnent d'aucune variation de la 
rotation moléculaire instantanée ; les secondes, d'aucune variation des 
dérivées de la densité. 

201. — Si, à un instant déterminé, il existe, entre les accélérations de 
la surface déduites des équations internes et ces mômes accélérations 
déduites des conditions aux limites, une différence quelconque, celle-ci 
donnera lieu à deux ondes, l'une longitudinale, l'autre transversale, corres- 
pondant respectivement à la composanle normale et à la composante tan- 
g;entielle du segment qui représente celte différence. 

Si, d'autre part, dans l'intérieur du milieu, existait à un moment déter- 
miné une discontinuité du second ordre le long d'une surface déterminée 
et que cette discontinuité fut absolument quelconque (sous la seule restric- 
tion des conditions identiques) elle donnerait naissance à quatre ondes, les 
unes longitudinales, les autres transversales, se propageant les unes dans 
un sens, les autres en sens contraire. 

262* — Si, au lieu de se donner les positions des points de la surface, 
on se donnait à chaque instant les tensions qui sollicitent ces points, celles- 
ci pourraient également, à l'instant initial, avoir des valeurs différentes de 
celles qu'on déduit des valeurs connues des composantes de déformation 
en ces mêmes pointa. Dans ces conditions, il se produirait également une 
onde ; mais elle serait, cette fois, du premier ordre, car une différence finie 
de la pression interne avec la pression externe produit une variation brusque 
de vitesse. De telles ondes ont été étudiées par Christoffel (*). Grâce à 
Thypothèse que les mouvements sont inûniment petits, ce savant obtient 



(>) Annaîi di Matematicai Bèrïe lU tome VIII, p, 193; 1877. 
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d*aillcurs des résultais idenliquos, au fond, à ceux que fournil l'élude dos 
ondes d'accéléralion. 

203« — On forme aisémenl, dans les Irailés d*£lasticité, les équations 
du mouvement pour le cas des corps anisolropes. Nous ne développerons 
pas, pour ces corps, les résultats correspondant à ceux qui précèdent : nous 
allons, en effet, les retrouver dans le cas plus général de la déformation 
finie. Rappelons seulement que W est encore une forme quadratique 
en Êj, £j, £3, Yi, Y^, Y3 ©t que les équations (4) sont remplacées par trois 
équations du second ordre qui donnent encore les projections de Taccéléra- 
tion en fonction des dérivées secondes (et aussi des dérivées premières, si 
le corps n est pas homogène) de $, >), Ç par rapport à x, y, r. 

Lorsqu'on cherche, en optique, les états vibratoires satisfaisant aux 
équations ainsi écrites, on constate qu'à toute direction d'onde plane cor- 
respondent trois directions de vibration, lesquelles sont rectangulaires 
entre elles et sont les directions principales d'une certaine quadrique 
dite ellipsoïde de polarisation. On retrouverait exactement ce môme résul- 
tat en se plaçant au point de vue d'Hugoniot : le calcul est tout analogue 
à celui qui a été présenté plus haut (n® 261) ou à celui que nous ferons 
plus loin (n<> 267). 

204. — Laissons maintenant de côté le cas des déformations infiniment 
petites et proposons-nous, pour un solide isotrope ou non, l'étude des ondes 
élastiques avec dé/bi*mations finies. 

Le cas où il existe de telles déformations a été envisagé par MM. Boussi- 
nesq et Brillouin. Pour écrire, dans ces conditions, les équations de l'équi- 
libre, on part encore de la considération de V énergie élastique, c'est-à-dire 
d'une certaine intégrale triple de la forme 



(2) 



III ^9dxdydz= III V^Podadbdc 



où pdxdydz = p^dadbdc est l'élément de masse, et où West, en chaque 
point, une certaine fonction des six composantes de déformation ^^, e^, £3, 
Ti> Ï2» Ï3- ^^^^^ fonction contient, d'ailleurs ou non, explicitement a, b, c 
suivant que le corps considéré est hétérogène ou homogène, dans son état 
initial. 

Le système de variables indépendantes composé du temps et des 
coordonnées initiales a, b, c étant seul employé dans ce chapitre et, par 
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conséquent aucune confusion n'étant à craindre à cet égard, il ne sera pas 
nécessaire de nous conformer à la convention du n*» 61 : nous désignerons 
donc par le symbole 5 les dérivées prises par rapport à ces variables, le 
signe- 8 étant réservé aux composantes des déplacements virtuels. 

Nous écrirons que la variation de l'intégrale (2), pour tout système de 
déplacements virtuels (Sa;, oy, ^z) communiqués aux différents points, est 
égale au travail correspondant des forces données (rapportées à Tunité de 
masse) (X, Y, Z), soit à l'expression 



(8) III (X8:r-H Yaî/H-Z8^)p(ia?rfyc;^, 

si les positions des points de la surface sont fixées, ou à cette expression 
jointe au travail des pressions extérieures, dans le cas contraire. 

Soient, comme au n° 47, fli, h^, Cp a,, ô^» ^s» «3. ^3. ^z les dérivées par- 
lielles de a?, y, z par rapport à a, 6, c. La variation de Tinlégrale (2) est 
(en observant que l'élément de masse prfx dy dz ne varie pas) 



,///("^ 






(9) 



- — 8cg 1 ^dx dy dz 



•///[ 



,^,^,,^.w,^,^ ]>^'^>^'- 



Suivant les règles générales du calcul des variations, nous devrons trans- 
former cette expression par une intégration par parties ou, plus exactement, 
par la formule de Green. Nous aurons ainsi une intégrale de surface et une 
nouvelle intégrale de volume 



-/// 



. r « /.>W\ ^ ^ A^_W\ , ^ /bW\"| 
. fn /ôW\ a /AV\ ô /&W\"] 
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Pour que la somme ainsi obtenue soit identiquement égale à la somme 
de la quantité (8) et du travail des pressions, il faut qu'il y ait égalité, 
quels que soient 5j:, 05/, 8^, d'une part entre les intégrales de surface, 
d'autre part entre les intégrales de volume. Celles-ci nous donneront les 
équations internes de l'équilibre, savoir 



ô5 



f ô /ôW\ ô A^W\ ^ /ôW\ .2-0 

tandis que l'égalité des intégrales de surface fournira (en supposant don- 
nées les pressions extérieures) les conditions aux limites. 

Si enCn nous voulons passer du cas de Téquilibre à celui du mouvement, 
nous n'aurons qu'à substituer au principe du travail virtuel celui de HamiU 
ton : ceci revient d'ailleurs (comparer ce que nous avons dit au chap. III) 
à faire usage du principe de d'Alembert et à introduire dans les forces 
X, Y, Z les forces d'inertie. Les équations à la surface resteront inaltérées 
pendant que les équations internes deviendront 

Ces équations sont du second ordre, tant par rapport à t que par rapport 
à a, h y c, puisque l'on doit dériver les termes — , ^» ^ — qui sont des 

ôfli fiOi dCi ^ 

fonctions des dérivées du premier ordre. Si le corps est homogène, ces 
quantités ne contiendront pas explicitement a, by c, et, par conséquent, les 
équations ne comprendront que des termes du second ordre. Il y entrerait, 
en outre, des tjBrmes du premier ordre dans le cas contraire. 

9B5. — Le cas de l'Hydrodynamique correspond à celui où W est fonc- 
tion de la seule densité, autrement dit (rétat initial étant supposé homogène) 
du déterminant fonctionnel 



D = 



h 

K 
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Pour W = F (D), les dérivées précédemment considérées ne sont autres que 
les produits de F (D) par les mineurs A., B», d du déterminant précédent. 
L'expression 






/àW\ ^ /ôW\ ^ /ôW\ 

qui figure dans la première équation (10) s*écrit donc 

F' (D) (^ + '^ + '^) + P(D) (a, 1:5 + B. ^ + C. ^V 

Le coefficient de F' (D) est nul, ainsi qu'il est bien connu par la théorie du 
inultipliculeur (^j. Celui de F''(D) peut s'écrire 

p. /Aj ôD B^^ ^?Ç\ 

^ \ D ;>a "^ D ô^^ "^ D ôc ; 

Or ceci n'est autre que D -- ; car les quantités ,^*» ,^» .* sont les déri- 

vôcs partielles de a, 6, c par rapport à x{x, y, s étant pris comme variables 
indépendantes). L'équation 

est identique à la première équation (1) du chap. V, moyennant l'équation (3') 
du n° *i7 et la relation 

(12) p = ~p,F'(n). 

tî60* — Le équations (11), faisant connaître les composantes de Taccé- 
léralion en chaque point par le moyen des dérivées partielles de x, y, z 
relativement à a, 6, c en ce point, appellent des remarques tontes sem- 
blables à celles que nous avons faites pour les équations de THydrodyna- 
niique (n°' 180-140) et pour les équations (4) (n** 260). L'accorda 
établir entre les équations internes et les conditions aux limites nous con- 
duit donc de nouveau à étudier la propagation des ondes. 

A cet effet, nous aurons d*abord à expliciter les équations du mouvement. 



(1 Jordan, Cours d'Analyse^ tome III. no 41, p. 40. 
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Si nous tenons compte des valeurs de e», yï que définissent les formules 
(7) du n° 51, nous voyons qu'on aura 

m^ * d£i ÔY3 i>Y8 

' ^ û6, ÔY3 dc^ ôY, 

ôc, "^ * ^Ya * '^ïi * ^^3 ' 

Lorsque nous reporterons ces valeurs dans la première équation (11)* 
la diflérencialion donnera deux sortes de termes : elle pourra, en effet, 
dans chaque terme des expressions que nous venons d'écrire, porter soit 
sur le premier facteur, soit sur le second. Dans le premier cas, nous aurons 
les trois quantités 

i^^x i^W ^- îW ^ ôW 
î>a'^ ^£, ô«ô6 t^Yg i^tti^c ÔY2 

daôb i)Y3 i^b- ô£jj d6ùc Sy, 

t>aoc t>f2 Ô60C ùy7 ^c^ ^' 

Soient encore X, jx, v les composantes d'une discontinuité du second ordre, 
rapportée? à Télat initial (qui est ici, cette fois, Tétat (a, 6, c) et non l'état 
actuel) ; a, p, y, ^ les cosinus directeurs de la normale à Tonde et la vi- 
tesse de propagation. Si nous considérons les variations brusques des 
dérivées du second ordre qui figurent dans Texpression précédente, et que 
nous les remplacions par leurs valeurs trouvées au n** 85, nous voyons 
que la discontinuité éprouvée par la somme de ces trois expressions est XQ, 
en désignant par Q la quantité 

OEj cv, ^ i>.3 ^Yl ^Y2 ^^3 

267. — Prenons maintenant le résultat obtenu lorsque, dans les expres- 
sions (13), on fait partout porter la différenciation sur les seconds facteurs. 
Ici interviennent les dérivées par rapport à a, b, c, des composantes de 
déformation, dérivées, dont les variations ont été calculées au n° 113. 
D'après ce qui a été trouvé en cet endroit, nous introduirons les quantités 



(14) j 



Ct = La, Cj = Mp, 63 = Ny, ^, = Mf + Np, ^, = Na h- L^, 
<7, = Lp + Ma. 
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OÙ Ton a 

(15) L = Xa, -h yitt^ + vaj, M = X6i 4- ^ib^ -+- vfrg, N = Xc, + jjiCj + vc^. 

Les variations brusques des dérivées des composantes de déformation 
8*éoriront alors sous la forme simple 

[S]=-.. M=^'' [£']='"• [S]=* [3] = f'" 

[ï']=W. (. = 1,2,3). 

D'après cela, soit à calculer 1 ^ ( — ) 1 : 



on a 






^1 









Considérons la forme quadratique 









^i5^i 









ffiSfi* 



6x5 



6 = 21 produits deux à deux et carrés 



dans laquelle figurent les — ^ 

des six quantités e^ g, chacun de ces produits ayant comme coefficient la 
dérivée seconde de W par rapport aux variables e ou y correspondanles et 
le terme ainsi obtenu devant (comme à fordinaire) être doublé si ces 
variables sont différentes, c'est-à-dire s'il s'agit d'un terme rectangle. 

On voit immédiatement comment est engendrée cette expression. 

La différentielle seconde de W est, en effet, 



ôW 

Ô2. 



d't^ 



ôW 



^'ï3 






^S/^^^^'' 



et contient d'une part les différentielles secondes dhi, ..., c^^Ys» d'autre part, 
les différentielles premières rfei, ..., d^^. Si, dans la partie qui contient 
celles-ci, on les remplace respectivement par e^y e^, e^j y,, g^, g^y on obtient 
la forme quadratique ^. 
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Celle forme étant ainsi introduite, la variation 1 g^ ( ^ ) 1 ^'^^^ évidem- 
t autre que k - : et, de même, la variation de la dérivée — (-— ) 



men 



est T,^ r~ ' 
2 ô^i 



Substituant dans la somme qu'il s'agit d'évaluer, nous trouvons 

Le coefûcient de ai est 

Mais si nous remontons aux formules (14) qui déOnissent ^i, e^y e^, 
9i> 9%y 9z ^^ fonction de L, M, N, nous voyons que celte expression est 

égale à ., ^ .De même, le coefficient de 6i est g rtî , et celui de Cj, ^ -^. La 

somme des termes qui contiennent explicitement a^, 6}, Cj est donc 

Si enfin nous tenons compte des formules (15) par lesquelles ont été 
définis L, M, N, nous voyons que cette expression représente 

2 ôX ' 

L'équation cherchée et les deux autres analogues résultant des deux der- 
nières équations (11)» s'écriront donc 

(16) ^«'=^Q-^2'7 



ve«=vQ-^-^"^ 



1 ô^;- 

'2 ôv * 



Elles montrent que X, ji, v sont proportionnels aux cosinus directeurs 
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d'une direction principale de la quadrique représenlte (X, [x, v élanl regar- 
dés comme des coordonnées ; a, p, y, a, b, c, x, y, sr, a», bi, Cj, comme des 
constantes) par l'équation 

(17) n(X, 1^. v) = Q(X2 -MX» -H V») -I- T(^j, e„ e„ ^„ ^„ ^3) = 1. 

Cette quadrique est Vellipsoîde de polarisation, analogue à celui dont 
nous avons parié au n** 363. 

368. — Nous trouvons ainsi un résultat tout semblable à celui qui était 
déjà connu pour le cas des déformations inGniment petites, mais qui doit 
être énoncé ici sous une forme un peu plus précise puisqu'il y a lieu de 
distinguer entre Tétat initial et l'état actuel du corps considéré. Le segment 
(X, fj, v) étant, comme nous le savons, déGni dans Tespace lieu des posi- 
tions actuelles des molécules, l'énoncé est : 

Une même direction d'onde est susceptible de propagea* trois directions 
de discontinuité différentes^ lesquelles sont rectangulaires entre elles 
dans le milieu déformé, 

360. — Les équations (14) font, en outre, connaître les valeurs de la 
vitesse de propagation. Celles-ci sont les racines carrées des trois racines 
de l'équation en s relatives à la quadrique dont nous venons de parler. 
Pour qu'elles soient réelles, il faut et il suffit que cette quadrique soit un 
ellipsoïde réel. 

Nous allons constater que celte condition est toujours remplie dans les 
cas qui peuvent se présenter. 

Pour voir à quoi est due cette circonstance, considérons d'abord le cas 
des liquides. Nous avons vu qu'alors la vitesse de propagation a pour 

carré la quantité -3- . Or, la condition que cette quantité soit positive n'est 

autre que la condition de stabilité de l'équilibre interne : elle exprime 
qu'une diminution de volume imposée au gaz produit une augmentation 
de la pression, c'est-à-dire un changement d'effort interne de nature à 
s'opposer à la modification produite. 

Nous sommes donc conduits à rechercher les conditions de stabilité de 
l'équilibre interne et à voir si elles ne conduisent pas à la condition cher- 
chée. 

Nous admettrons, conformément à ce qui es| établi pour le cas des sys- 
tèmes dépendant d'un nombre fini de paramètres, qu'il est nécessaire, 
pour la stabilité, que l'énergie élastique soit réellement minima (au lieu 
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d*avoir seulement sa variation première nulle) ou, du moins, que sa varia- 
tion seconde ne puisse devenir négative. Nous allons, par ce moyen, ex- 
primer la slabililé de Téquilibre d'un corps Qxé par tous les points de sa 
surface, en Tabsence de forces X, Y, Z. 

Si nous faisons subir Topération o à la variation première (9), il viendra 

sous le signe fil deux sortes de termes : Ceux que Ton obtient en 

différenliant oa^, o&i, ocj, et ceux qu'on obtient en différentiant les fac- 

teurs -"-,.... 

Ainsi qu*il se produit dans tous les Ciis analogues de calcul des varia- 
tions, la première catégorie do termes donne une somme nulle. On peut, 
en effet, lui faire subir les mêmes transformations qu'à la variation pre- 
mière elle-même, ce qui fournit un résultat identique à celui que nous 
avons obtenu précédemment, ox, ly, Iz étant simplement remplacés par 
0-07, o*y, o^z. Ces dernières variations étant nulles comme les premières à 
la surface (puisque les points [de celles-ci sont supposés fixés), la somme 
en question disparait en vertu des équations (10). 

Il nous reste Tintégrale triple 



(18) 



,///h-^(?)-»-K:^)- 



mO. — La quantité sous le signe fil est une forme quadralique 

par rapport à oa,, o^i, ôcf. Si cette forme est définie positive pour toule 
valeur de a, 6, c, il en est de môme de l'intégrale précédente. 

La réciproque n'est pas exacte; de ce que l'intégrale (18) doit êlre 
essentiellement positive, il ne résulte pas forcément qu'il en soit de même 
de son élément différentiel. Mais nous allons voir, par contre, que celui-ci 

ne doit prendre que des valeurs positives tant que les variations oa^, 

ont la forme 

i^flj = Xa , o6i = Xp , oc, = Xy» 
la^ = Ka , oô, = kP , 00^ = |jiY. 
la^ = va ^ 063 = vp , 0C3 = vY, 
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m 



hV. 

r 



el cela quels que soient X, [i, v, a, p, y ^ autrement dit, toutes les fois que 
les oa„ ... satisferont aux équations (*) 

(leO^^i^^i — Sij8a, = 0, Sai 063 — 56,8^3 = 0, ,06,0c, --8c, 863=0. 

Remarquons, à cet effet, que les valeurs ainsi écrites ont une interpré- 
tation que Ton aperçoit immédiatement. Elles coïncident avec celles des 
variations brusques des quantités ai, bi, Ci, dans une discontinuité du pre- 
mier ordre qui aurait lieu suivant la surface d'onde considérée. 

Autrement dit, pour passer de la position actuelle du milieu à la posi- 
tion inQniment voisine correspondant aux variations (19), il sufGra de 
faire subir à ce milieu une déformation de Tespèce considérée au n" 50 et 
ayant (X, (Ji, v) pour segment caractéristique. 

Gela posé, par un point déterminé intérieur à notre solide, faisons passer 
une petite portion de surface 1 dont le plan tangent ait pour cosinus direc- 
teurs a, p, Y. Si ces trois quantités jointes à trois valeurs convenablement 
choisies de X^ {x, v fournissent pour les expressions (19) des valeurs qui 
rendent négatif l'élément différentiel de (18) au point considéré, on pourra 
prendre X assez petit pour que la même circonstance ait lieu en tous les 
points de cette portion de surface. 

£ étant ainsi choisi une fois pour toutes, nous le considérerons comme 
la base d'un petit cylindre G, de hauteur h. Supposons que l'intérieur de 
celui-ci subisse une déformation du type étudié au n® 56, la surface dont 
les points restent fixes étant S, et le segment caractéristique (X, [x, v), le 
déplacement maximum ainsi obtenu sera de l'ordre de h. 11 est aisé de voir 
que Ton pourra déterminer alors la déformation du reste du solide de ma- 
nière : !• que les points de la surface extérieure restent fixes ; 2** que la 
continuité du déplacement soit conservée sur la surface du cylindre G, 
autrement dit que 8j7, 82/, 8.; ne changent pas de valeurs pour un point de 
cette surface suivant qu'on considère ce point comipe faisant partie de l'in- 
térieur ou de Textérieur de G ; 3° que oa?, 8y, 8^ et leurs dérivées partielles 
du pi^emter ordre soient partout (en dehors de G), des quantités très petites 
de Tordre de h. 



(1) Inversement, on démontre que si, en ajoutant à la forme quadratique qui 
figure dans Tintégrale (18), une combinaison linéaire quelconque des premiers 
membres des équations (19'), on peut obtenir une forme définie positive, l'intégrale 
est bien minimum (du moins lorsqu'on la prend dans un volume suffisamment res- 
treint). Mais il reste h examiner si la condition suffisante ainsi formulée est équi'- 
valente à la condition nécessaire obtenue dans le texte. 
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Dans ces condiilons, l'intégrale (18) étendue à Texlérieur de C, sera de 
l'ordre de h^. Au contraire, pour l'intérieur de C (où 8a„ .... ont sensible- 
ment les valeurs déterminées (19)), elle sera négative et de Tordre de h. 
Elle sera donc négative au total. 

Pour que ceci n'ait point lieu, il faut par conséquent, comme nous 
l'avions annoncé, que l'élément de l'intégrale (18) ne puisse devenir négatif 
lorsqu'on donne aux a», &i, c, les valeurs (19). 

271. — Si maintenant nous nous reportons aux valeurs (13) de 

-r — > --g^i -— , nous voyons que o l-r— ) par exemple, contiendra deux 

sortes de termes : les uns qui s'obtiennent en prenant les variations des 
premiers facteurs et qui nous donnent 

Ô£, ^Ys ^^(2 

les autres, qui s'obtiennent en faisant porter Topéralion 8 sur les facteurs 
Or, nous avons, par exemple. 



Kf) 



H ÔYo H ôY... 



Si nous considérons la forme quadratique ^'(e,, ^2, ^3, g^, g^, g^) dont 
il a élé question tout à l'heure, il est clair que l'expression précédente 

représente ^ — » pourvu que e^ gi soient respectivement remplacés par 

Ssj, OYf. Il vient donc 

Nous avons à multiplier cette quantité par oa^^ et les quantités analogues 

par oô,, 8ci 

Si nous remarquons que Ton a 

02 j =: a^oUi 4- Ojoaj -h ajoag, h^ = ^,06, + 5j8ôj 4- 63063, 

oSj = Cl 8c, -4- CjScj 4- C3OC3, 
oYi = 6jOC, -t- Cioô, -f- ôjOCa -h c^ob^ -H 63OC3 -H C3863, 
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nous trouverons au total 
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1 . w 



ô(oei) 



2 ''^ K^S) 






2^' 






1 . Ô^J" 

2^^^>-(87^) 



1 . ^y 

2 '^^ .(o>,) 



Finalement, la quantité sous le signe f I /, dans la variation seconde, 



sera 



^ (3aî 4- 5aJ + Sa?) + ^ (86? 4- Ibl - 



S^n) 



/onx ^ "? (^'^» -^ ^^-^ -^ ^'^') -^ 2 ^ (r^fe, 8c, -f- 86, 8c, 4- 863 8C3) 

-— (oCi oûfi -h oCj oûfg -i- 0C3 ôûfj) -t- 2 — (oa, 061 -h 8rtr, o5j 4- oa^ 063) 
-^'(^£1, o«'i, ^, 8yp 8^2, 8Y3). 

C*esl celle quantité qui devra, pour qu'il y ait stabilité, être positive 
lorsqu'on donnera à oa^, 86^, od les valeurs (19). 

Les quantités 8s,, 8y, prendront précisément les valeurs c,, ^, déCnies par 
les formules (14), (15) et, par conséquent, l'expression (20) deviendra 
identique au premier membre de (17). Nous obtenons donc bien la conclu- 
sion cherchée : de la stabilité de Téquilibre interne résulte que les vitesses 
de propagation des diflérentes ondes sont réelles. 

De plus, si nous admettons que l'expression (20) ne peut même pas 
s'annuler dans les conditions indiquées sauf pour X = (ji = v = ou 
a = p = Y = 0, ces vitesses de propagation restent toujours flnies. 

SVS. — Dans le cas de l'Hydrodynamique où W = F (D), l'élément 
[F'(D)8*D 4- F''(D)8D^] odxdydz de la variation seconde se réduit à 

r(U){^Dypdxdydz 

la quantité 8^D se réduisant, comme il est facile de s*en assurer, à une 
combinaison linéaire des formes quadratiques qui forment les premiers 
membres des équations (19'). La condition de stabilité est donc bien (comme 

nous l'avions énoncé au nM3l ) F''(D) > ou ^ > 0. 

2'î^3« — Les considérations précédentes fournissent une interprétation 
simple du premier membre de Téquation (17). 
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2^7 



Remplaçons, en effel, dans les formules (19), X, |ji, v par Xc?^ ^iclt, ydt, 
en désignant par dt la différentielle d'un paramètre. La déformation sera, 
dans ces conditions, infiniment petite et, ainsi que nous Tavons remarqué 
au n* 113^'% les accroissements de ^iy Yj ^>*0Q^ précisément ejc/^, gtdt. 
Supposons, en outre, ce qui est évidemment compatible avec Thypothèse 
que nous venons de faire, que les dérivées secondes de x,y, z — et par 
conséquent aussi, celles de a^, hi. Ci — par rapport à t soient nulles : par 
exemple, que a^, y, z aient les valeurs 

0? = a7o -h Uf[a, h, c), y = y^ -^ ^tf, z = Zq + wtf 

où /"(a, by c) représente le premier membre de Féqualion de la surface 
d onde, défini comme nous l'avons spécifié au n* 80. 

Alors le coefficient de ^ dans le développement de W sera la quantité 

n (X, fi, v) qui nous occupe. 

Si, par conséquent, autour du point considéré, nous envisageons un 
petit volume dt auquel nous ferons subir la déformation qui vient d'être 

définie, le coefficient de ^, dans la valeur de l'énergie élaslique ainsi en- 
gendrée, sera le produit de pdz par le premier membre de l'équation de 
Tellipsoïde de polarisation. 

274. — Nous avons vu plus haut, pour le cas des déformations infini- 
ment petites que, dans un corps isotrope, il existait deux sortes d'ondes, 
les unes exclusivement longitudinales, les autres exclusivement transver- 
sales. 

Ce théorème subsiste-t-il dans le cas des déformations finies? 

Cette question peut élre regardée comme un cas particulier d'une aulre 
plus générale. On sait, en effet, que l'optique des corps cristallins conduit 
à considérer, à Texclusion des autres, les milieux élastiques isotropes ou 
non, [K)ur lesquels une pareille décomposition en ondes longitudinales et 
ondes transversales a lieu. 

La condition nécessaire et suffisante pour cela est que l'ellipsoïde de pola- 
risation ait une direction principale normale à la surface d'onde considérée 
dans le milieu déformé. 

La détermination des formes de la fonction W pour lesquels il en est 
ainsi est bien connue lorsqu'il s'agit des déformations infiniment petites, 
c'est-à-dire lorsqu'on suppose que W est une forme quadratique par rapport 
aux Ê„ Yi. Proposons-nous d'effectuer cette môme détermination dans le cas 
général. 

Uadahaho 17 
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Les cosinus directeurs de ia surface d'onde dans le milieu défornoé sont 
proportionnels aux quantités /, m, n définies par les équations 

ia =r /a, -h ma, -+- na^ 
p = /64 -h mh^ + t?ô, 
Y = /C3 -h mc^ -4- nc^. 

Il Taudra donc que les équations (16) soient vérifiées lorsqu*on y remplace 
X, |A, V par U f^9 w. On pourra d'ailleurs, dans ces équations, supprimer les 
premiers termes des seconds membres et écrire 

*^ = 2^ 

1 m 

2 dn 

Car les termes /Q, mQ, nQ (provenant de la quantité Q (X* -h |ji* -f- v») qui 
figure dans n) ne feraient que changer la valeur de « d'une quantité égale 
à Q sans modifier les directions principales. 

Nous observerons que si /, m, n sont donnés par les relations (21), les 
quantités L, M, N ne sont autres que a, ^, y* Nous dirigerons le calcul de 
manière à introduire ces quantités, à Texclusion de /, m, n. Â cet eiïet, 
nous multiplierons les équations (22), d*abord parai, a,, a, respectivement, 
puis par 61, &,, h^ enfin par Cp c,, C3. 11 viendra alors 



s(a,Z 4. a,m 4- a,n) = sL = ^ ^a, ^ 4- a, - + a, -j 
.(^,/ -h &.m 4- 63n) =.M = 2 (^ ^ + ^2 ^ -^ ^« ^j 
s(c,^ + c,m -h c,n) = sN = ^ ^c, ^ H- c, — 4- c, -j 

ôV ôV ôV 
Si alors nous remplaçons les dérivées tt * ^* r~ P*"" leurs expression^ 

à l'aide des dérivées prises par rapport à L, M, N, nous aurons (eu égard 
aux formules qui définissent les &î,yO 

*L = 2[(i-^2e,)^-j-4.Y3,Tî-i-Y,SNj 
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Nous résoudrons ces équations par rapport à ~> ~» *^^. Celle résolu- 
lion introduit les mineurs E,, d du déterminant 

Ï2 Yi «-H2e3 

par rapport aux éléments 1 -h 2 s,» Yï respectivement, les coefficients de 

«L,*M.«N dans les valeurs de 2 gj\ l^i * — étant les quantités^',» ^^• 

En introduisant, au lieu de s, le nombre 

s 
eif en désignant par ^ la forme 

*(/>, Çf r) = Eip« -h Ej^» -+- Ejr» + 2Giqr -^ 2G^rp 4- 2G3P5r 

c'est-à-dire la forme adjointe de celle qui donne l'élément linéaire du milieu 
déformé, les valeurs en question seront 

1 ôV i ». ô4> 

2ô1:-"2'^ôL' 

1 ô^ _ 1 , ô* 

2ôM"'2'^ôM' 

1 î>^^ _ 1 , ô4> 

2ôN~2'^ ôN' 

et les relations que nous venons d'écrire seront cette fois vérifiées à condi> 
lion qu'on fasse a, ^, y égaux respectivement à L, M, N. 

Cette substitution no doit être opérée qu'après les différenciations. Si, au 
contraire, on faisait immédiatement a = L, p = M, y = N on introduirait 
en trop, au premier membre, les termes provenant deladiiïérenciation pur 
rapport à a, p, y* Mais les valeurs de e^f e,, e,, ^1, ^,, g^, qui seules inter- 
viennent dans M^, sont symétriques par rapport aux deux systèmes de quan- 
tités L, M, N ; a, p, Y* L^3 termes ainsi introduits seront donc respective- 
ment égaux à ceux qui existaient primitivement et auront pour effet d'en 
doubler la valeur. Nous pourrons donc remplacer les équations précédentes 
par 

2 ôL "" ^ 5L 

(*^) (25M = ^M 

2 dN "~ ^ àS 
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dans lesquelles, maintenant ^' aura la valeur obtenue en remplaçant, avant 
toute différenciatioYiy a, P, y par L, M, N, c'est-à-dire en faisant 

(25) e, = L^ e, = M«, ^3 = NS ^, = 2 MN, ^, = 2 NL, ^3 = 2 LM. 

Avec les relations (24), nous avons cette fois, affaire à des identités ayant 
lieu pour toutes les valeurs des variables indépendantes L, M, N qui y 
figurent. Ces relations expriment, comme on sait, que ^' est une fonction 
de <l>, et, comme la première de ces deux expressions est un polynôme 
homogène du quatrième degré, la seconde un polynôme homogène du 
second degré, on a nécessairement 

W(LS M», N«, 2MN, 2LN, 2LM) == // *(L, M, N)* 

h étant indépendant de L, M, N. 

275. — Nous avons maintenant à nous demander quelle devra être la 
forme quadratique ^ pour se réduire à ^** lorsqu'on remplacera respecti- 
vement les e„ Qi par les valeurs (14). C'est ce qui aura lieu, non seulement 
si V est égale à AVq, en posant 

w^ = (Eté, + £,^3 -h £3^3 + G,^, -f- Ga^Tj + Gg^j)» ; 

mais aussi si ^' est égale à une combinaison linéaire quelconque de li^^ 
et des six formes 

c^^. ^4 ^2^3 — 9h ^ «3^1 — 9\^ 4 ^1^2 — 9I 

(9i9s — ^^i9i* 9z9i-'^^^9^y 9i9t — ^^z9y 
Celte condition suffisante est d'ailleurs nécessaire : il suffit, pour sVn 
convaincre, d'exprimer directement que la forme du quatrième degré 
obtenue en remplaçant, dans ^ — h^\y les «i, gi par les valeurs (25) est 
identiquement nulle. 

376. — L'expression de V étant ainsi obtenue il reste à remonter à 
celle de W pour laquelle il est clair que Ton a ainsi un système d'équations 
aux dérivées partielles du second ordre. L'intégration de ce système est 
d'ailleurs tout élémentaire et il nous suffira d'en indiquer sommairement 
la marche. 

Les formes (26) manquant de termes en ef. e, g^, ex g^^ ces termes 
devront avoir dans W des valeurs proportionnelles à celles qu^ilsonl dans % 
et, par conséquent, les dérivées de W devront vérifier les relations 
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Comme on a (d'après (23) ) 

^»~2"ô£7' ^'""2*^' ^«-^âT^' 

ces relations montrent que !a dérivée — - peut s'écrire 

^— = fonct: (D, Yi, Sg, «3). 
£n faisant inlervenir les relations analogues relatives aux dérivées 
— , — ^ on verra facilement que l'on peut écrire 

g^ = a(iH-2s.)(l4.2s3) + a, 
'^=a(H-2s3)(H-2s) + a, 

S^ = «(i-*-20(i-t-2s) + a3 . 

où a est une fonction de D pendant que aj, a,, a^ peuvent contenir en outre, 
le premier Yi, le second Yjt le troisième y,. 

On fera ensuite intervenir les autres termes de la forme T : par exemple, 
on écrira que le coefficient de e, ^5, plus quatre fois le coefficient de ^J, 
donne une somme qui a la même valeur dans W que dans h^\ (la première 
forme (26) s'éliminant dans cette combinaison). 

On arrivera ainsi aisément à l'expression générale de la fonction W, 
laquelle est 

(28) \ ^ ^ ^^'^^ "^ ""'' ^^» ~ ^"'"'^ "^ ««.(ïi~^S^i)^- «3s(ïl-4^,s) 
^|H-2a,3(2e,Yi-Y,Y3)-f-2a3,(2£,Y,-Y3Yi) + 2«,,(2£3Y3-Yiï.)-^P. 

où les ûfifc'sont des constantes et P un polynôme quelconque du premier 
degré par rapport aux «i. Yi (*). 

C'est seulement lorsque W a la forme précédente que l'ellipsoïde de pola- 
risation a un axe normal à l'onde. 



S66-S69 



(ï) A a alors la valeur ^ —^ {^~W^)' La quantité 0(>^* + P^* + vî)dP8no» 

étant, comme on le reconnaît aisément, proportionnelle à W si les a.t sont nuls, on 
constate que les termes en F(D) disparaissent de l'équation de l'ellipsoïde de pola- 
risation, et on retombe bien, pour IVlément de variation seconde calculé au n» 111, 
sur l'expression obtenue au no 999 pour le cas des liquides. 
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277. — L'hypothèse que le solide, dans son état naturel, est isotrope 
exprime que les propriétés de ce corps ne doivent pas changer lorsqu'on 
etlectue une transformation de coordonnées orthogonales sur a, b^ c. La 
fonction W qui représente Ténergie élastique ne doit donc pas être modiGée 
par une (elle transformation. 

Or, dans cette transformation, les coefficients e^^ e,, S> Ti» ïs* Ï3 ^^ ^^ 
quadriqueo = 1 introduite au n" 51 varient. Mais trois quantités, comme 
on sait, restent invariantes : ce sont les coefficients de l'équation en s rela- 
tives à cette quadrique, c'est-à-dire les expressions 

A = e, -+- e, -H 63, 

B = (m- 2e,) (! 4. 2z,) - Tî -h (1 -h 2E3) (1+2.0 - yJ 
+ (!+2.,)(i-4-2s,)-YÎ, 

L'isotropie du corps considéré s'exprime parce fait que W ne dépend que 
des trois quantités précédentes. 

Or, il ne résulte nullement de là que W soit nécessairement de la 
forme (28). 

Par conséquent, la conclusion établie pour le cas des déformations infi- 
niment petites ne s'étend pas aux déformations finies. Pour celles-ci, 
les ondes qui se propagent dans un corps isotrope ne sont pas, en général, 
longitudinales ou transversales. 
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LA THEORIE GÉNÉRALE DES CARACTERISTIQUES 



§ 1. — CARACTÉRISTIQUES ET BICARACTÉRISTIQUES 

278« — Nous avons vu que la propagation des ondes dans le mouve- 
ment rectiligne d'un gaz est liée aux propriétés des caractéristiques des 
équations aux dérivées partielles du second ordre à deux variables indépen- 
dantes. 

D*une façon tout analogue, l'élude des ondes dans Tespace à trois dimen- 
sions n'est pas distincte de la théorie des caractéristiques généralisée, 
comme Ta fait Beudon (*), au cas d'un nombre quelconque de variables 
indépendantes et étendue aux systèmes d'équations à plusieurs inconnues. 

Comme pour le cas de deux Variables, cette théorie découle de la discus- 
sion du problème de Cauchy. 

Prenons, pour fixer les idées, une équation du second ordre que nous 
supposerons, en outre, linéaire par rapport aux dérivées secondes, de sorte 
qu'elle aura la forme 

(1) 2 ^^^^ 4-^ = 

OÙ pi^ désigne la dérivée partielle -^ — - de la fonction inconnue z par rap- 
port aux variables indépendantes (différentes ou non) Xi et a?^. Nous sup- 
posons qu'il y a n de ces variables indépendantes, Xi, .r,, ...., jr„, de sorle 
que les indices i et k prennent, indépendamment l'un de l'autre, les va- 
leurs 1, 2 ...., n. 

(i) Bull, Soo. Math. Fr. 1897, p. 108.120. 
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Quant aux aifcei à l, ce sont des fonctions de s, x^, â?,, ...., Xn et des dé- 
rivées premières Pi,/?j ...., Pn de z par rapport à a?,, a?, ...., a?». 

2T0* — Considérons la multiplicité n — 1 fois étendue ou hypersur- 
face M„_, représentée par l'équation 

(2) Xn = /"(^i, X, ...., a7n- i). 

Soient Pi, Pj , Pn_i les dérivées partielles de a:„ par rapport à 

^1 ) ^3) • . • . > ^n — 1 déduites de Téquation (2] . Si U est une fonction quelconque 
de x^,x^f ....fXn^i^Xni^i que cette dernière quantité soit remplacée par sa 
vaieurtîrée de Téquation (2), Usera, surM„.|,une fonction de x^,x^, ...., 
^"n^f Nous désignerons par le symbole d les dérivées de U prises dans 
cette nouvelle hypothèse. Il est clair que celles-ci sont liées aux premières 
par les relations 



Pour la fonction jar, on aura ainsi 

dz 
dxi 



(4) ^=^. + p,;,„ 



et, pour U = pky 

(^) di,=^^-^^^^'^ U = 1.2,....,n ) 

Si, d'une manière générale, nous désignons par la notation Ptft...;k la 

dérivée - — -— prise par rapport aux fx variables (différentes ou non) 

oXî vCCj^ • • • vX}i 

oci^ Xit, Xh, on aura, pour U =Pkh 



dpk 
dXi 

et ainsi de suite pour les dérivées de tous les ordres. 



(5') ^^ = Pikh 4- ^iPkh 



270^"* — Cela posé, imaginonsque Ton donne, en chaque point deM„_ ^^ 
les conditions de Caicchy, à savoir les valeurs de z et de ses dérivées pre- 
mières. Celles'ci devront satisfaire, bien entendu, à la relation 

dz = p^ dxi -+■ p^dx^ -h .... Pndxn 

surM„_,, c'est-à-dire aux relations (4) (de sorle qu'il suffira en réalité 
de se donner z et/),,). 
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Cherchons à déterminer les dérivées secondes de z. Celles-ci devront 
vérifier les équations (5), el il est aisé de voir qu'en général elles seront 
ainsi déterminées, une fois adjointe Téqualion fl). Si, en effet^nous consi- 
dérons d'abord les relations (5) dans lesquelles l'indice ât a la valeur n^ 
ces relations nous donneront 

(6) P". = ^-P'P- 

Si, au contraire, nous supposons k différent de n, nous aurons (en per- 
mutant les indices i et k) 

et, en tenant compte de (6) 

Toutes les dérivées secondes sont ainsi exprimées en fonction de pn»* 
Reportons enfin ces expressions dans Téquatiou donnée : nous aurons un 
résultat de la forme 

(7) ^Pnn 4- K = 

OÙ A et K auront les valeurs 

n — 1 n-i 

(8) { t, A = 1 t = 1 

en désignant par la notation ^ une sommation où Ton ne donne pas aux 

indices variables la valeur n. 

Supposons A différent de zéro. L'équation précédente nous déterminera 
pnn et, par suite, toutes les dérivées du second ordre. 

280* — Passons au calcul des dérivées troisièmes. Les relations [5') 
permettront de calculer toutes ces dérivées en fonction de la seule pnnn- 
Pour cela, nous ferons tout d'abord deux, puis un des indices t, A et ^ 
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égaux à n : nous aurons ainsi des relations qui ne se distingueront évi- 
demment de (6) et de (6') que par l'indice n ajouté à chaque lettre p et qui 
nous donneront, par conséquent, 



(9) 




ViPkPn 



d'où l'on déduirait les dérivées dans lesquelles aucun indl6e de différencia- 
tion n'est égal à n par une troisième application de la formule (5')- 

Nous avons, d'autre part, entre les dérivées cherchées, les relations 
obtenues en différenciant Téquation donnée (1). Mais il suffit d*écrire une 
seule d'entre elles. Toutes les autres se réduiront à la première, moyennant 
les relations (5), (5') : car, si nous désignons par §^ le premier membre de 
l'équation (1), on pourra différencier, sur M„ _ t> Téquation ^=0, puisque 
celle-ci est véri6ée en chaque point de Mn _ ,, et l'on aura 

ce qui montre bien que la condition — =0 entraine - - = 0, pour toutes 

les valeurs de i. 

Or, si nous différencions l'équation (1) par rapport à Xn, le résultat 
obtenu sera évidemment de la forme 



(10) 



Zj <^Vikn -h ^1 = 0, 



l^ étant une fonction des x^ de z et de ses dérivées premières et secondes 
seulement, quadratique par rapport aux dérivées secondes (*). Si, dès lors, 
nous comparons le système des équations linéaires (9), (10) à celui des 
équations (1), (5), nous voyons qu'aux termes constants près, ils sont 
identiques, une fois chaque inconnue ^i^^ remplacée par piit„. Par conséquent, 
lorsqu'on exprimera ces dernières en fonction de pnnn par le moyen des 
relations (9), l'équation en p„„„ sera 



(11) 



Ap„„„ -+- K, = 



(0 ^1 sera même linéaire par rapport aux pu,, si les a.t sont indépendants des déri- 
vées premières de z. 
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OÙ 



("■) K.=2'«.(è-''.t")+r«-^ 



^i 



est fonction des a?,, z, p», pi/c, La condition nécessaire et suffisante pour 
que les conditions (9) et (10) déterminent bien les dérivées troisièmes est 
donc encore A ;zf 0. 

Le calcul des dérivées quatrièmes, cinquièmes, etc., sera tout à fait 
analogue aux précédents. On aura, pour chaque ordre^ une inconnue 
déterminée par une équation du premier degré dans laquelle le coefficient 
de cette inconnue sera toujours la même quantité A. Toutes ces inconnues 
seront donc bien déterminées sous la seule condition A ;zf 0. 

281* — On arriverait au même résultat par un changement de variable. 
Substituons, en effet, à œ„ la nouvelle variable indépendante 

La nouvelle équation de Mn— i sera a/» = et Téquation aux dérivées par- 
tielles rapportée à ce nouveau système de variables sera §^' = 0. On pourra 

calculer toutes les dérivées successives en fonction de z et de --r si Téqua- 

tion ^' = est résoluble par rapporl à la dérivée — jj* 

Or, si Ton revient aux anciennes variables, il est évident, d'après ce qui 
précède, et facile à vérifier directement, que la condition 



(1) 



7^0 



ainsi obtenue donne A ;2f 0. 

On retrouve donc bien ainsi la même conclusion que tout à Theure. 

Mais, de plus, on en obtient une autre également très importante. On sait, 

^z 
en effet, d'après la démonstration de M™" Kowalewski, que si z et —r sont 

pour a/„ = des fonctions analytiques et régulières de a)^^ x^, ...., Xn-^^ 
et que la fonction IT' soit analytique et régulière par rapport aux quantités 
qui y figurent, le problème admettra une solution z analytique et régu- 
lière en j?,, a?j, ...., Xn^i, ocfn. Ce résultat se transporte évidemment au 
système de variables donné. Autrement dit, les dérivées successives dont 
nous venons d'indiquer le calcul sont les coefficients d'un développement 
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de Taylov convergent pour des valeurs suffisamment petites des argu- 
ments. 

282. — Supposons maintenant que l'on ait, sur toute (*) Thypersurface 
M„_,, la relation 

(12) A = 0. 

Alors il faudra, pour que le problème soit possible, ou du moins pour qu'il 
existe une solution z admettant des dérivées de tous ordres sur Mn->i, que 
la série des valeurs données de z, p^tPi, "--t Pn vérifie la condition K = 0, 
laquelle peut encore s'écrire, en remplaçant les pi par leurs valeurs en 
fonction de pn tirées de (4) (*) 

(i»)''=2'«.(a^é.-'>'è-''fe-''»^-)+2'«.t-'=''- 

283* — Si au contraire, on considère pour un instant une solution 
donnée z de Téquation (1), la condition A = est une équation aux 
dérivées partielles du premier ordre par rapport à a:»» considéré comme 
fonction de a?!, x^ ^n-i- Les multiplicités (2) qui vérifient cette équa- 
tion seront dites des caractéristiques de Téquafion donnée. 

Il importe de remarquer que, pour former les caractéristiques, il ne 
suffit pas, en général, de se donner l'équation (1) elle-même : les caracté- 
ristiques ne sont définies que pour une intégrale déterminée de celte équa- 
tion, puisque les coefficients ne dépendent pas seulement des x, mais 
encore de z et de ses dérivées. Il n'y a d'exception que pour des équations 
de forme particulière, celles où les coefficients Oui des termes du second 
ordre sont fonctions des â? seuls. 

Comme équation du premier ordre, l'équation aux dérivées partielles 
A = admet elle-même des caractéristiques (*) qui ne sont plus des mul- 



(1) Nous ne traitons pas ici le cas où A est nul sur une partie seulement de M»_i 
(savoir, sur une multiplicité n — 2 fois étendue appartenant à M^-i) lequel corres- 
pond à une singularité (comparer ch. iv, n<» tSS) si K est différent de zéro et que 
nous retrouverons plus loin (n»» SI6-SI8) lorsque K sera nul. 

(2) P,4 désigne, bien entendu, la dérivée j—j'^ • 

(3j Voir GouRSAï, Leçons sur V intégration d's équations aux dérivées partielle 
du premier ordre. 
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tipliciiés n — 1 fols étendues, mais des lignes (multiplicités à une dimen- 
sion), déflnies par les équations différentielles ordinaires 



^"^ /i>A\ /ôA\~- — / ôA X— ^^• 



/<>A\ ~ TôÂT ~ ■" / ôA \ 

lesquelles entraînent encore 

(14') ds = '^^'' 



p ^^A p ôA p ôA 

^' W, '^ ^' ôP, "^ • • *^"-* ôPZTi 

Ces lignes jouent également un rôle essentiel dans la théorie actuelle : 
nous les nommerons bicaractéristiques ou encore rayons, en raison d'une 
signification physique que nous leur reconnaîtrons un peu plus loin. 

Toute hypersurface caractéristique M„- ^ est un lieu de bicaractéristiques, 
une de ces lignes passant par chaque point de M„ _ j. 

284* — Les bicaractéristiques cesseraient d'être définies dans un cas 

que nous exclurons, au moins en ce moment : celui où -p- serait nul pour 

toutes les valeurs que peut prendre Tindice i. 

Si Ton considérait Pi. P,, Pn - 1 comme des coordonnées carté- 
siennes et l'équation (12) comme représentant une surface, ce cas correspon- 
drait, comme on sait, à l'existence d'un point multiple sur la surface en 
question. Nous dirons, par analogie^ que M„- ^ est une caraclé7*isUqufimul' 
tiple, son ordre de multiplicité étant celui du point (Pj, P,, •.., Pn-j) 
sur la surface (12). 

285* — La condition (13) introduit déjà les bicaractéristiques. Le coef- 
ficient de -^ dans cette équation est, en effet 

(15) — 2 ^^ *^* "^ ^*» "^ " 2 ôF ' 

on peut poser 

Si donc on donne tout d'abord la distribution des valeurs de Zy sur la 
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î), celle-ci élant supposée caractéristique ('), la condition (13) 
' déterminer p„, une équation aux dérivées partielles linéaire 
téristiques seront précisément les courbes (14). 

[Revenons au problème de Cauchy en supposant A = et la 
\) également vérifiée. Alors l'équation (7) ne détermine 
s ainsi qu'il arrive déjà dans le cas de deux variables, celle 
eut pas être prise tout à fait arbitrairement. Pour A = 0, en 
)n (11) est également impossible ou indéterminée et la con- 
ibilité est 

Kt = 0. 

'expression (11') de K, , on opère comme il a été fait sur celle 
lire si l'on y remplace les p^n par leurs valeurs en fonction 
e (6), on trouvera évidemment 



'"=2''-(3^.-''.''..)-<-'.- 



éré, sur la multiplicité M„_,, comme fonction de a?!, Xj, .... 
it donc à une équation linéaire aux dérivées partielles du 



^ristiques de cette dernière équation ne sont autres que les 

jues situées sur M„_ ^. 

jne par ds la valeur commune des rapports (14) (s étant un 

lî définit un point variable de la bicaractéristique) Téqua- 

iendra 

^s' - ^ - <^' 

on le voit, une équation différentielle du premier ordre 
^ré comme fonction de s, 

donc se donner arbitrairement p^n qu'en un point de chaque 
|ue : autrement dit, si sur M„_i nous traçons une multipli- 
contrant chaque bicaractéristique en un point et en un seul, 
raire sur Mn-a seulement et non pas sur M„_j. 



il faut observer que les caractéristiques ne peuvent pas être définies 
ne les p., à moins que les a.* ne soient indépendants de ces quan- 
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Une fois p„„ ainsi choisi, ;?„nn sera déterminé non plus par réqualion (1 1), 
mais par les conditions relatives aux dérivées quatrièmes. Or, les équa- 
tions qui déterminent celles-ci sont identiques à celles qui déterminent les 
dérivées troisièmes, à un terme près qui ne contient que des dérivées pre- 
mières et secondes, moyennant le remplacement de pik par pucn et de pikn 
parpiifc„„. Donc nous aurons pour ;?„„», considéré sur M„_,, une équalion 
aux dérivées partielles linéaire du premier ordre dérivant de (16) par la 
môme substitution, sauf le changement du terme où pnnn n'est pas diffé- 
rentié (terme qui sera linéaire, et non plus quadratique, par rapport 
à Pnnn) : de sorte que p„„„ pourra, comme p„„, être pris arbitrairement en 
un point de chaque bicaractéristique. 

Il est clair que des considérations toutes semblables s'appliqueront aux 
dérivées suivantes de tous les ordres. 

•ZSl. — Nous avons supposé Téqualion de M„ . ^ résolue par rapport 
à Xn. Si cette équation était prise sous une forme quelconque 

(2') n(a:„a:j, ...,^„) = 

les dérivées partielles P,, Pj, ..., Pn-i de oîn par rapport à j:„ a?„ ...,x„-i 
s'exprimeraient en fonction des dérivées partielles ?:,, ir,, .... -^n de n par 
rapport à a:,, â?j, , Xn_i,a?n à Taide des formules 

(17) Pi= — "î^ (2 = 1,2, ..., n — 1) 

de sorte que la quantité A qui doit être nulle pour que M„, j soit caracté- 
ristique serait (*) 



n 



(18) A= 2) ««'"«'"*• 

t\ * = 1 « 

On pourrait d'ailleurs faire celte substitution dans la série des calculs 
qui nous ont conduits à l'équation des caractéristiques. Considérons, par 
exemple, les relations (5) : moyennant la substitution (17), elles devien- 
dront 

(19) . ^n^; = 1t„P,*-«<P*n. 



(1) Celte nouvelle quantité A est égale à l'ancienne, multipliée par it«,. 
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m:- ■ - 



Soit p% UQ système déterminé de valeurs des puc vériCant ces équations. 
Pour toute autre solution puc* on aura 

(20) n„{p^-pl) = .,(p^-pl) {lZ\',l','.Zl~^) 

d'où résulte 

(20') Pifc =l>îk -^ ^ '^i^^k {h * = i, 2, ..., n) 

X étant un certain paramètre. Ces dernières formules représentent donc la 
solution générale des équations (5). En la substituant dans Téquation (1), 
on aura une équation du premier degré pour déterminer X ; et le coefficient 
de X sera précisément la quantité (18). 

Quant aux bicaractéristiques, elles seront données par les équations 



(14bi.) 



ôA "~ ôA 



rfa?n-| dXn 

""" ôA "~ ôÂ" 



ôltn-i 



bTZn 



qui se déduisent de (14) et de (14') par la substitution (17), en tenant 
compte de ce que la quantité (18) est homogène et, d'autre part, nulle sur 
la caractéristique. 

288* — 11 est évident que les raisonnements précédents s*étendent 
d'eux-mêmes à une équation d'un ordre quelconque, pourvu qu'elle soit 
linéaire par rapport aux dérivées de Tordre le plus élevé. 

Il est également aisé de faire disparaître cette dernière restriction. Soit, 
par exemple, une équation du second ordre ^=0 non linéaire par rap- 
port aux pift. Le problème qui consiste à déterminer une solution z de 
celle équation/ connaissant les valeurs de z et de /}„ sur Mn_i, peut être 
remplacé par le suiirant : trouver une solution de V équation 



(21) 






= 



connaissant f sur M„_,, ses valeurs, celles de ses dérivées et celles de ses 
dérivées secondes^ ces dernières données étant convenablement choisies : 
elles seront déterminées par les conditions (5) et l'équation if=0. Toute 
fonction z qui répondra au premier problème répondra en effet au second, 
et d'autre part, si z satisfait à l'équation (21), ^sera une fonction de 
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^1, ^2> j ^«-i seuls et sera, par conséquent, partout nul s'il Test pour 

Or, l'équation (21), qui est du Iroisièrae ordre, est linéaire par rapport 
aux dérivées troisièmes, le coefûcient dep^^tn étant — : elle admettra donc 
des caractéristiques données par L'équation 



(22) 
(ou 



2'^.-'"-2'5r-|;=» 



si Téquation deM„.t est prise sous la forme (2')) : autrement dit, par la 
condition que le déterminant fonctionnel de L'équation donnée et des rela- 
tions (5) (ou (20) ) par rapport aux pik s'annule. En un mot, les a,^ seront 

simplement remplacés ici par les quantités -— • 

Seulement, on voit que, à l'égard de la théorie des caractéristiques, 
l'équation donnée se comportera comme une équation du troisième ordre, 
c'est-à-dire que les considérations du n<^ 286 ne s'appliqueront qu'à 
partir du calcul des dérivées troisièmes et non de celui des dérivées 
secondes, comme il arrivait dans le cas où l'équation donnée avait la 
forme (1). 

Par exemple, nous ne pourrons plus en général, écrire la condition (13), 
mais seulement la condition (16), savoir 

A étant te premier membre de l'équation (22). 

^H9. — U est cependant un cas où, Téquation n'étant pas linéaire, il 
n'est pas nécessaire de la difîérencier préalablement pour lui appliquer la 
théorie précédente. C'est ce qui arrive, lorsque le nombre des variables indé- 
pendantes est de deux, pour les équatrons de Monge Ampère (équation (17) 
du n» 1 511). 

Hadamaro 18 
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Pour n quelconque, la même circonstance se présente toutes les fois que 
le premier membre de Téquation est une fonction linéaire du déterminant 

Pu Pli Pin 

Pu Pn Ptn 



Pm Pnt 



et de ses mineurs (*). 

G*est en particulier, ce qui a lieu pour toute équation que Ton déduit d'une 
équation de la forme (1) par une transformation de contact. Il était évident 
a priori (comparer ch. IV, n^ iO^), que les conclusions précédentes devaient 
subsister pour une équation ainsi obtenue et môme que les caractéristiques et 
les bicaractéristiques sont conservées dans la transformation. 

200* — Ainsi que nous l'avons vu, pour le cas de deux variables, au 
n*» 161, la condition (12) est celle que doit vériGer M„»i pour que deux 
intégrales de l'équation soient tangentes entre elles en tous les points de 
celte multiplicité, du moins tant que ce contact ne sera pas d'ordre inQni. 

Cette notion est, d'ailleurs, équivalente à celle de la propagation des 
ondes lorsque celle-ci s'applique à des mouvements qui peuvent être con- 
sidérés comme ne dépendant que d'une seule fonction inconnue. 

Considérons, par exemple, les mouvements d'un gak qui dérivent d'un 
potentiel des vitesses ^. Les composantes de la vitesse dépendent alors des 
dérivées premières de ce potentiel, et il en est de même de la pression 
d'après l'équation (*) 

Supposons que deux mouvements de cette espèce présentent entre eux une 
discontinuité d'ordre m (wi> 2). Cet ordre sera aussi celui des premières 
dérivées du potentiel qui soient discontinues. 

^y y* ^9 ^ ^ étant considérés comme cinq coordonnées, chacun dés deux 
mouvements sera représenté par une surface dans l'espace à cinq dimen- 



(f) Ces équations ont été étudiées d^une manière générale par M. Goursat {Bull. 
Soc. Math. Fr., tome XXVII, p. 1-34 ; 1899). 
(,-) Voir par exemple Kirciihof'f\ Mécanique, 15<^ leçon. 
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sions, surfaces ayant entre elles un contact d*ordre m. Toutes deux devront 
d'ailleurs satisfaire à Téquation diiïérentieUe du mouvement, savoir Q) 

OÙ p doit être remplacé par sa valeur tirée de (23). 
La multiplicité de contact 

(24) cp(a?,y, ;3r, = 

devra donc être une caractéristique de celle équation. Or, dans celle-ci, les 
termes du second ordre sont 

/ô ô ô* ô ô* ô o<l>\* _^ dp ^^ 
\ô^ ôo? îw? î)y ôy ôjr hz ) do 

de sorte qu'on devra avoir 

<»)e*«s-v,-»s)'=^f[(s)"-e)'-(3)']- 

Cette équation est équivalente à la formule (5) (n^ 240) qui fait 
connaître la vitesse de déplacement de l'onde. 

Les raisonnements mêmes par lesquels nous avons obtenu ces deux for- 
mules sont d'ailleurs analogues les uns aux autres, quoique cette analogie 
ne puisse nous apparaître complètement tant que nous n'introduisons que le 
potentiel des vitesses au lieu des trois coordonnées x, y, z considérées comme 
fonction de a, 6, c, ^ Considérons, par exemple, les équations (20) ou (20') : 
elles expriment que^ pour deux intégrales qui se raccordent suivant la mul- 
tiplicité (2') avec identité des dérivées premières, les différences des dérivées 
secondes sont entre elles comme les carrés et les produits deux à deux des 
dérivées partielles du premier membre de (2'). Ce fait n^est autre que celui 
que nous avons établi au n° 07 (^). 



.(») KmcHHOFP, loc. cit, 

(*) Toutefois, la théorie des caracléi'istiques ne dispense pas du lemme du no 9(j 
lemme qui a été implicitement admis dans ce que nous Tenons de dire. 
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201* — Pour appliquer la théorie des caracléristiques à Tétude du 
mouvement le plus général de£< gaz, il est nécessaire de l'étendre au cas des 
systèmes d'équations, le nombre de celles-ci étant supposé égal à celui des 
fonctions inconnues: cas auquel le théorème de Cauchy et de M"^ Kowa- 
lewsky continue à s'appliquer, du moins lorsque, d'une part, on suppose 
toutes les données analytiques, et que, de l'autre, on exclut certains cas 
exceptionnels (ceux où il est impossible de résoudre par rapport à des 
dérivées d'ordre le plus élevé appartenant respectivement aux diverses 
fonctions cherchées) lesquels n'interviennent pas dans les problèmes dont 
nous nous occupons. 

Rappelons que, contrairement à ce qui se passe pour les équations diiïé- 
rentielles ordinaires, le cas de plusieurs équations aux dérivées partielles à 
un nombre égal de fonctions inconnues est essentiellement distinct de 
celui d'une seule équation. Il est impossible de ramener l'un à l'autre en 
éliminant une ou plusieurs inconnues : on n'obtiendrait pas ainsi, en effet, 
une équation unique pour déterminer fi ncon nue restante, mais un système 
d'équations dont la discussion, au point de vue de Texistence et de la 
recherche de leurs solutions communes, serait, en général, plus compliquée 
que celle du système primitif. 

Nous prendrons, pour fixer les idées, le cas qui se présente le plus com- 
munément en Mécanique, celui de trois équations à trois inconnues $, r,, Ç 
et nous supposerons encore les équations du second ordre et linéaires par 
rapport aux dérivées secondes pn^ de ^, aux dérivées secondes Çuc de tj et 
aux dérivées secondes Vuc de 2^. Elles s'écriront donc 



(26) 






oiiaucy a'ifcf ...., c'^c, c'ja. c^ud Ij l\ V dépendent des fonctions inconnues, de 
leurs dérivées premières (celles de 5 étant désignées par p^, p^, •.•.,Pr9 
celles de tq par qi, q^, ...., ç„, celles de C par r,, r^, ...., r») et des va- 
riables indépendantes qui sont toujours les ce. 

Nous considérerons encore la multiplicité M„.], sur laquelle nous suppo- 
serons données les valeurs de {, ^3, Ç et des dérivées premières (ou, plus 
exactement de pnt qn, v„). Les çut, rjjt véri liant des équations toutes sem- 
blables à (6), (6'), on pourra appliquer aux termes qui 1rs contiennent les 
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transformatioDs que nous avons failes aux n" STO, 282, et les équations 
données prendront par conséquent la forme (comparer (7), (15)) 

Ao -4- R« -u Pr V * *^^» ^^ V * '^f" ^^ 



(27) 



A'« j- R'/r _u rv V * ^P" ^^' V * */» *^' 






v 1 dgr, fiB* 



^2 dxi i)Xi ^ 2 dxi ôPi 

où A, B, C désignent les quantités 

A = 2' «.* Pi P* — 2' "'■» P'' -^ ""» 

B = 2' 6,* p.p* - 2' «-."P.- + *"» 

tandis que A', B', C, A', B', C sont des quantités tout analogues formées 
avec la seconde et la troisième équations, et que 



(88) 






ainsi que les quantilés analogues L', L', sont des fonctions de p„, qny r„ et 
de la distribution des valeurs de Ç, y), C sur M^_j. 

Dès lors, la condition pour que la recherche des dérivées secondes soit 
un problème impossible ou indéterminé est 



(29) 



H = 



ABC 
A' B' C 
A' B' C 



= 0. 



On a ainsi, comme on voit, une équation aux dérivées partielles du pre- 
mier ordre, mais du sixième degré. 
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Tabord, duns le cas le plus général, celui où la 
ractéris tique, c'est-à-dire vérifiant l'équalion 
terminant H ne sont pas nuls à la fois en un 
nuUiplicité. Alors la condition pour que le sys- 

non impossible) par rapport à p„n, qnny ^nn est 

équation de la forme 



«â+4S)-'=». 



rivées de pn, Çnt *'n, prises sur M„_i. 
6, choisir arbitrairement, en chaque point de 
/ées premières jo„, <^„, Vn et déterminer la troi- 
Mais ici les caractéristiques de Féquation linéaire 
enue ne seraient nullement les analogues des 
oui à l'heure dans le cas d'une seule équation, 
avec les lignes que nous allons rencontrer dans 
ièmes et qui, elles, seront les véritables bicarac- 
ractéristiques de Téquation en r,, ne seraient pas 
quatîon en pn ou en ç„. 

'arrête aux dérivées secondes, le calcul se pré- 
lifTérenle, suivant qu'il s'agit d'une ou de plu- 



(30) étant supposée vérifiée, la solution du 
linée. Si a, p, Y, a', p', y'. «'» P'i Y* so'i^ les mi- 
éments A, B, C, A', B', C, A'', B', C respective- 
, supposé différent de 0, toutes les solutions de 
is dans la formule 



Pnn 




P\n 


-h 


ap 


qnn 




q\n 


■+■ 


PP 


r„„ 




r'nn 


-h 


TfP 



B d'elles et p un paramètre arbitraire, 
troisièmes. D'après les calculs précédemment 
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effectués, il suffira de trouver p„„„, q„„„, l'nnn, lesquels scronl duiiné^i par 
les équations 

2' 1 drm ôC , „ 
2 "3^ ôT, -^ *^« = "' 

2-2 dxi ^i~2à2ii¥iWi 

A»« -uR'« —r'r _V'*''P™'**' yi^î??»!*^' 
Ap„„, + b q„nn 1- u r„„„ 2j 2 rfi;- ôP^ "" 2i 2 rfa:, ôii 

' 1 dr„n ùC 



2' 1 ar„„ 2iL _i. I » _ 



0. 



r 


2 dxi 


(• 


ôA 
ôPi 


+ a' 


ôA' 




r 


idq„r 
'2 rfa?i 


•(• 


68 

'ô-p; 


+ « 


,ôB' 


' sp;,' 


r 


1 dr„„ 

2 ctei 


(• 


ôC 


+ « 






(aL 


. + «' 


L'. 


+ a' 


'L'.) 


= 0, 





Lj, L'i, L'j désignant de nouveaux termes quadratiques en p^n» ^nn, ^nn> à 
coefficients connus. La condition de possibilité de ce système s'obtient en 
multipliant la première équation par a, la seconde par a', la troisième 
par a' ; il vient ainsi, p^in» qnrm et Vnnn disparaissant du résultat, 



(32') 



Dans celte équation, nous avons à substituer les valeurs de p„n, ^nm r„n 
données par les formules (31). U est clair que nous obtenons ainsi, pour 
déterminer p, une équation linéaire (non homogène) aux dérivées pailif^lles 

du premier ordre en p, le coefficient de V- étant 

Mais, d*après des identités bien connues, la condition H = entraîne 
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Nous pouvons donc mettre a en facteur et le coefficient de i a, savoir 



a 



ôA . /ôA' ôA' dB ^ .,ôB' ^,ôB' ôC ,î>C' ,5C' 



n'est autre que -g-- 
Donc les caractéristiques de l'équation en p sont 

^ ^ "ôïT"" ^ T?57' 

autrement dit, sont identiques à celles de Féquation (29). 

On retrouvera évidemment ces mêmes lignes dans le calcul des dérivées 
des ordres suivants. Ce sont elles que nous appellerons les bicaracléristiques 
du système donné. 



204. — Le cas que nous venons de traiter est celui des équations de 
l'Hydrodynamique, du moins en ce qui concerne les discontinuités propa- 



Tout d'abord, en effet, il est clair, comme précédemment, que la multi- 
plicité §0 qui exprime, comme il a été expliqué au n^ 06, la propagation 
d'une onde avec le temps, est nécessairement une caractéristique du système 
des équations du mouvement. 

D'autre part, si deux mouvements d'une masse aérienne se propagent l'un 
dans l'autre suivant une onde, nous savons que la discontinuité qui existe 
entre eux est normale à cette onde en chaque point. Si donc on donne l'un 
des mouvements, les valeurs des dérivées secondes pour l'autre ne dépen- 
dront, en chaque point, que d'une seule inconnue, à savoir la grandeur de 
la discontinuité en question. Ceci revient à dire que la résolution du sys- 
tème (27) ne comporte qu'une inconnue arbitraire et, par conséquent, que 
Tun au moins des mineurs du déterminant H est différent de zéro. 

Si nous prenons les équations de l'Hydrodynamique sous la forme 
d'Euler, les variables indépendantes étant les coordonnées actuelles a?, y, z 
et le temps /, l'équation de M„_j devra être écrite sous la forme 

?(^i2/> ^y t) = 0. 
L'équation aux dérivées partielles à laquelle satisfera la fonction o et qui 
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donnera -7 en fonction de -2.» — » -^, fera ainsi connaître la vitesse de dé- 

U 007 ^y ^z 

placement de Tonde. Effeciivement, si on forme le di^terminant H pour les 
équations d*£uler, qui sont quatre équations du premier ordre à quatre 
inconnues u, r, u), p, on retombera sur Téquation (25), multipliée par le 

facteurf -? -f-M-^ -^ v -^ -h te -^] (lequel correspond aux ondes station- 

\ô/ 007 ôy dZ/ ^ ^ *^ 

naires, dont nous reparlerons plus loin). 

Si, au contraire, nous prenons les variables de Lagrange, Téquation de 
M„^, étant résolue par rapport à f, soit 

(34) t = f{a,b,c) 

l'équation des caractéristiques nous donnera la vitesse de propagation 

1 



(85) 



\/fa' -H A» -h fc' 



rapportée à l'état initial considéré. Nous retomberons donc ainsi sur la 
formule (4) du n^ 240 ; et, en effet, les calculs précédents, appliqués aux 
équalions (1) et (3) du ch. lU, donnent (*), conforipément à la formule en 
question et à la relation (35), 

(290 iJi^f *(/à,A,/;)-i=0. 

Si l'équation de M„_j est prise sous la forme 

(34') f(a, 6, c, = 

non résolue par rapport à /, on obtiendra la même équation (au remplace- 
ment près du second terme par /)*) multipliée parle facteur /;*, correspon- 
dant encore aux ondes stationnaires. 

205. — On voit d'ailleurs bien, dans ces conditions, que les calculs 
par lesquels on parvient au résultat ne sont pas distincts de ceux qui ont 
été faits au chap. v. On devra, en effet, écrire pour l'inconnue œ des équa- 
tions du type (20') et, pour y et 2, deséquations analogues où le paramètre X 



(1) On devra, à cet effet, exprimer (comme nous l'avons dit au n<> iS4) les déri- 
^^®' ^* S ' Ju ^ l'aide des dérivées par rapport à a, b, 0, et, d'autre part, tenir 
compte de la remarque faite dans la note de la page 92. 
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V. Or, H apparail immédiatement qu*on obtient 
hnatiques de compatibilité qui ont fait l'objel du 
ns adjointes aux équations dynamiques du mouve- 



a la valeur de la vitesse de propagation telle que 
(n*^ 230) en prenant pourélat initial l'état actuel : 
fbf te) qui figure dans la formule (29') se rédui- 
/*c^, nous avons immédiatement à l'instant consi- 
caractéristique, savoir : 

b de dt 



y dp 



(T.* + A' -.-/•.') 



le, rapportée à un état initial coïncidant avec 
et au point considérés, est normale à fonde, 

itions de l'Hydrodynamique, nous passons à celles 
rrons également appliquer les considérations pré- 
que les coefficients d'élasticité seront tout à fait 
I, en eiïet. les directions de discontinuités compa- 
l'onde déterminée sont en nombre fini, égal à trois, 
andant à une vitesse dé propagation différente : 
I donne la multiplicité caractéristique Sq qui repré- 
Tonde, la direction de la discontinuité est déter- 
^nc raisonner comme nous l'avons faitau commen- 



rement dans le cas d'un corps isotrope, ladéforma- 
niment petite. Nous avons vu, en effet, que, dans 
le propagation n'a que deux valeurs possibles (au 
ère correspond à des ondes longitudinales, aux- 
e nous avons dit jusqu'ici. L'autre, au contraire, 



larquer que les considérations des chap. ii-v ne donnent 
forme que présentent les termes tout connus (indépen- 
tent pas, par conséquent, de retrouver les équations dans 
rviennent, telles que léquation (30) (n© »•»). Il y a là 
ressante à combler. 
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égale (avec les notations du n^ 260) à — , convient à des ondes transver- 

r 

sales, et une discontinuité transversale qtielconqite peut être ainsi pro- 
pagée. Autrement dit, si nous considérons les équations (5) du n® 260, 
équations dont le déterminant est 



(86> 



peî— M — (L-i-M)«« — (L -h M) ap — (L -h M) a^ 

— (L -h M) ap pe* — M — (L-hM)P« — (L -h M) Py 

— (L -h M) aY — (L -h M) Py pô«~M — (L-t-M)Y'* 

= — (pe« — M)* (L-h2M — p6»), 



le facteur p6* — M sera commun à ce déterminant et à tous ses mineurs. 

D'ailleurs, ainsi qu*il résulte évidemment des développements qui prècè- 

dent, — et qu'on le vériûe d'ailleurs immédiatement — si, dans ces équa- 

tions linéaires, on remplace les inconnues a, fi, v par >.-J> n-y» ^^ ®* *®^ 

quantités a, p, y* par 

^_ f-E A , i_, 



les équations ainsi obtenues ne seront autres, aux termes indépendants des 
inconnues près, que celles auxquelles on arriverait en reportant dans les 
équations mêmes du mouvement (équations (4) du n* 250) les valeurs 
des dérivées secondes tirées de (6), (6')i c'est-à-dire que les éi[uations (28) 
(l'équation de l'onde étant t = f(x, y, x) ). 

On voit donc, que sur les ondes transversales qui se propagent dans les 
corps élastiques isotropes, le déterminant H est nul ainsi que tous ses 
mineurs. 11 en est évidemment de même pour les ondes transversales sta- 
tionnaires de l'Hydrodynamique, ainsi qu'on s'en assurerait en effectuant 
les calculs du n^ 204 sans exclure ces ondes, c'est-à-dire sur l'équation 
(34') et non sur l'équation résolue par rapport à t, 

200. — U est donc nécessaire d'étudier, à leur tour, les systèmes pour 
lesquels cette circonstance se présente. 

Nous nous trouvons, alors, dans un cas précédemment exclu (n° 284) 
même pour l'étude d'une seule équation : celui d'une caractéristique mul- 
tiple. Il est clair, en effet, que toutes les quantités -p- sont nulles (^). 

(») C'est ainsi que, dans l'expression (36), le facteur p6* — M figure au carré. 
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Sur une caraclérislique mulliple, les théories précédentes sont, en général, 
en défaut. Mais il en est autrement si cette caractéristique annule tous les 
mineurs du déterminant H et si son rang, c'est-à-dire le nombre de lignes 
et de colonnes qu'il faut supprimer dans le déterminant en question pour 
trouver un mineur diiïérent de zéro, est égal à son ordre de multiplicité. 
C'est ce qui est établi, pour le cas de deux variables indépendantes, dans 
l'ouvrage cité de M. Goursat ('). 

Nous retrouverons plus loin (n<» 327) l'équivalent, pour le cas de n 
quelconque, du résultat ainsi obtenu. Mais, pour notre objet actuel, 
nous serons obligés de faire une hypothèse àe plus. 

Dans le cas envisagé au n^ précédent, en effet, les caractéristiques 
doubles ont le même degré de généralité que les autres : elles sont déQnies, 
comme elles, par une une seule équation aux dérivées partielles du premier 
ordre. 

Nous nous bornerons au cas, évidemment très particulier, où cette con- 
dition est vérifiée : plus exactement, où tous les mineurs du déterminant H 
s'annulent, non seulement sur la caractéristique considérée^ mais sur toutes 
les caractéristiques infiniment voisines de la première. 

Reprenons donc le système d'équations et le système (27) en p„„, g»», Vnn 
qui en est la conséquence et supposons que^ le déterminant H soit nul avec 
tous ses mineurs, cette circonstance ayant lieu, non seulement sur Mn.|, 
mais sur toutes les caractéristiques voisines. 

Le système (27) aura alors deux conditions de possibilité, mais si elles 
sont vériQées, les trois équations qu'il renferme se réduiront à une seule 
qui déterminera r^i, par exemple, en fonction de pnn et de qnn • on aura, à 
un terme connu près 

_ A B 

^nn — — TT TPnn ~~ 7\ Qnn» 

Les équations (32) auront également deux conditions de possibilité que 
nous obtiendrons, par exemple, en multipliant la première d'entre elles 
par C^, la troisième par — G et ajoutant, puis, opérant de même avec les 
deux dernières et les coefficients G", — G'. Nous trouverons ainsi 

(•) Equations aux dérivées partielles du second ordre, tome ii, note li. 
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2- 2 r ^|^ ~ î>^^/ ^. "^ 2- 2 \ ôt; "" ^ riv "557 

(les dérivées troisièmes 8*éli mi liant en vertu des relations 

(37) a = a' = a" = p == P' = P' = Y = •/ = y' = 0). 

Si nous substituons à rnn sa valeur en fonction depnn» ^nm nous aurons 
pour ceux-ci les deux équations aux dérivées partielles 

2' 1 fpff ôA p ôA' A /p, ôC p ôC'\l rfp„n 
2 1_^ ôTi "■ ^ â^, "" c r ^i ~ ^ ôp;7j "àx, 

2' 1 r , ôB p ôB' B /p, ôC p ôC'\"| dqnn _^ ^ 

2- 2 L ô"R " ôTi " C r ^ "" ^ ôTijJ "557 

2' i [en ^B' p/ ^B' ^ /p» ^C' p, ôC'Xl rf^^nn 
2L ^r^ ôT-^cr ^.""^ ô-Pi/j-c^s^ 



H 



(38) < 



4-....=0 

dans lesquelles nous avons remplacé par des points tous les termes qui ne 
contiennent pas les dérivées depnn, qnn, termes dont la forme ne nous im- 
porte pas actuellement. 

300. — Ces équations sont» en apparence, de forme beaucoup plus compli- 
quée que les précédentes puisque nous sommes en présence de deux équations 
aux dérivées partielles à deux fonctions inconnues pnn» qnn- Cependant, 
comme les premières, elles se réduisent à des équations différentielles ordi- 
naires. 

Si, en effet, nous tenons compte de la relation AC = CA', le coefficient 

de -?7^» dans la première d'entre elles, s'écrit 

1 /p. ôA p ôA' A'' ^C ^ A ^^\ 

2 r SP- - ^ ôP; "" ^ '^i "^ ^ ^il' 

Or ceci n'est autre que ^ -^ (AC — CA') = .j i • 

De môme, le coefficient de -f— , dans la seconde équation (38), est 
1 /„, ôA' p, ftA' . . ôC . , ôC'\ _ 1 ^^ 
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également AC = CA') ; pendant que les coefficients 

supposé que les relations (37) avaient lieu, non seulement 
sur toutes les caractéristiques infiniment voisines. Ceci 
at que les expressions a, a', ...., qui sont des polynômes 
*n-u <iÎ6nt un facteur commun Ht, les caractéristiques en 
eprésentées par Téquation H, = 0. Nous pourrons donc 

:H,e', / = H,e" 

3ns que les quantités Jl, ...., 6' ne s'annulent pas toutes 
)int quelconque de notre caractéristique. 

% dérivée -— se réduit à ^' -pf et une réduction analogue 
HT ' TU ' ^os équations s'écrivent alors 

^P, dxi ~ 2 2d iiPi dxi "^ " 

ôP,- dxi "^ 2 ^ ôPt ^^ "*" "• 

sidérons sur Mn-i, les lignes définies par les équations 



lètre auxiliaire), nous pourrons écrire nos équations sous 



a' iàm _ A' ^ + ... = 
as . as 

a^ ds 

K équations différentielles ordinaires définissant p„q 
I de s. Nous trouvons donc les mAmes conclusions géné- 
'heure. Nous pourrons choisir arbitrairement les valeurs 
n point de chacune des lignes définies par les équations 
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différentielles (39), après quoi ces quantités seront déterminées sur toute 
la ligne en question. Ce seront ces lignes que nous nommerons encore les 
bicaracléristiques du système. 

Dans le cas des ondes transversales qui se propagent dans les solides 
isotropes, ces bicaracléristiques seront encore normales aux ondes, puis- 
que l'équation des caractéristiques s'écrit 

301 • — D'après ce qui a été dit au n® 28S> il est clair que tous ces 
résultats (tant ceux des n°* 201-203, que ceux que nous venons d'ob- 
tenir), subsisteraient dans ce qu'ils ont d'essentiel si les équations données 
n'étaient pas linéaires par rapport aux pik, qikt n*. H sufûrait encore de 
diflérentier une fois ces équations par rapport à ar». Les quantités a/jt, bik, Cik 
seraient remplacées par les dérivées des premiers membres relativement 
à piky çik ou Vik. 

Il est clair, également, que, si Téquation de Mn.j était considérée sous 
la forme (8'), non résolue par rapport à x„, les caractéristiques seraient 
encore données par l'équation (29), A étant remplacé par l'expression (18) 
(n<* 28T) ; A', A", ... par des expressions analogues; et que les bicaracléris- 
tiques seraient représentées (dans l'hypothèse du n^ 202) par les équations 





dXn 


Û1C. 


ÔTTn 



302« — Revenons à Tinterprétation dynamique des résultats que nous 
venons d'obtenir. 

Nous adopterons pour représenter nos raisonnements, la convention 
dont nous avons parlé au n" 100^'*, c'est-à-dire que nous tracerons les 
figures correspondantes comme s'il s'agissait de mouvements plans, les 
surfaces de discontinuité étant remplacées sur les figures par des courbes, 
les multiplicités triplement étendues par des sui faces, etc. 

Soient considérés deux mouvements en discontinuité du second ordre 
(ou d'ordre m >2j, suivant une surface dont la portion représentée sur 
rétat initial, sera désignée par Sq, et qui doivent satisfaire à un même 
système d'équations dynamiques, par exemple aux équations de l'hydro- 
dynamique. Supposons qu'on donne à un instant donné t^, la position de 
la surface S^. Les considérations du chapitre Y nous apprennent à 
trouver à cet instant, en tous les points de cette surfaco, la vitesse de 
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propagation ou, ce qui revient au même ( n** 100^'*)» l'angle de Thyper- 
surface S^^. lieu de S^ lorsque le temps varie, avec Thypersurface 
t = t^ : par conséquent, à construire en ce point la direction de §^. D'après 
ce qui a été vu au chap. V et au chap. VI (n® 260-271)» cetle direction 
est toujours réelle dans le cas des équations de l'hydrodynamique ou de 
l'élasticité. Il peut en exister deux ou plusieurs différentes, entre lesquelles 
les conditions de compatibilité permettront de choisir ainsi qu'il a été 
expliqué au n" 243. 

303* — Mais les considérations développées dans le présent chapitre 
permettent d'aller beaucoup plus loin. Si en effet, l'un des deux mouve- 
ments est complètement connu, celui vers l'intérieur duquel a lieu la pro- 
pagation, nous connaîtrons une équation aux dérivées partielles du premier 
ordre (celle des caractéristiques) à laquelle devra satisfaire So- 

Or, d'après la théorie générale des équations aux dérivées partielles (*), 
une telle équation, jointe à la condition de passer par la surface Sq, déter- 
mine complètement Thypersurface en question. 

Pour opérer effectivement cette détermination, il suffit (*) de posséder 
une intégrale complète de l'équation des caractéristiques, c'est-à-dire 
(à une restriction près, sur laquelle nous n'avons pas à insister ici (') ), 
une intégrale dépendant de trois constantes arbitraires (dans le cas qui 
nous intéresse, celui où le nombre des variables indépendantes est de 
quatre). 

Nous partirons d'une multiplicité caractéristique qui, non seulement 
peut jouer le rôle d'intégrale complète, mais est même un peu plus géné- 
rale, puisqu'elle contient quatre constantes^ à savoir les coordonnées d'un 
point quelconque (a^, b^, c^, Iq) de l'espace E^. Soit 

(40) H (00,, X, ... Xn, P„ P„ ... P„_,) = 

une équation aux dérivées partielles du premier ordre quelconque défi- 
nissant Xn comme fonction de a?,, x^y ..., Xn-i et où P|, Pg, .,., Pn-i dési- 
gnent les dérivées premières de Xn- Pour chaque système de valeurs 
(jjj, xl, ... x^) de Xi, o',, ..., Xn, cette équation donne une relation entre 



(*) GouRSAT, Leçons sur Vintég^diion des équations aux dérivées partielles du 
premier ordre, n» 15, p. 189- 19i. 
(>) GouRSAT, loo. cit. 
(3) GouRSAT, Ibid,, no 4S, p. 96. 
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P,, Pg, ..., Pn-i. Pour n = 3, ces variables x^, x^, x^ peuvent être 
regardées comme des coordonnées cartésiennes el la relation obtenue 
entre P^ et P, représente un cône auquel doit être tangente la surface cher- 
chée. Nous pourrons, en nous servant de la géométrie à n dimensions^ 
conserver la même interprétation géométrique, quel que soit n, et parler 
du cône r représenté par Téquation (40) au point qui a pour coor- 
données 07?, a?5, ..., a?î. 

A chaque direction (de multiplicités Mn~|) tangente à ce cône, suivant 
une certaine génératrice y, — c'est-à-dire, à chaque système de valeurs 
de Pp Pg, ..., Pn— t satisfaisant à l'équation pour les valeurs données des 
œ — , la théorie des équations aux dérivées partielles du premier ordre 
apprend à faire correspondre une caractéristique c de l'équation (40), ayant 
pour tangente au point donné la génératrice y* Toute intégrale passant en 
et pour laquelle Pj, P,, ..., Pn-i ont, en ce point, les valeurs consi- 
dérées, contient nécessairement toute la caractéristique c. 

L'intégrale que nous considérerons avec M. Darboux (*), et qui a été 
nommée par lui intégrale à point singulier, n'est autre que le lieu C des 
dilTérentes caractéristiques c issues du point et correspondant aux diverses 
directions possibles de y* Elle admet évidemment comme point conique, 
le cône tangent étant r. Elle est inscrite, le long d'une caractéristique c, à 
chaque intégrale passant par 0. 

Dans le cas où l'équation (40) sera celle qui définit les caractéristiques 
d'une équation ou d'un système tels que ceux que nous avons étudiés dans 
ce qui précède, nous donnerons à cette hypersurfaceC ayant G pour point 
conique, le nom de conoïde caractéristique de sommet 0, le cône r étant 
dit le cône caractéristique de même sommet. 

304. — Si maintenant, à son tour, le système en question est celui qui 
régit un mouvement, de sorte que les variables indépendantes soient 
a, 6, c, t, et qu'on donne la position Sq d'une onde à l'instant t^, il suffira, 
pour obtenir la multiplicité caractéristique S^ {fig, 19) qui coupe ^ = /q 
suivant la surface S^, — c'est-à-dire la multiplicité qui figure la marche de 
cette onde, — de prendre l'enveloppe des conoïdes caractéristiques ayant pour 
sommets les différents points [a^, b^^ c<„ fj qui constituent la surface S^ 
considérée à l'instant t^. Cette enveloppe aura, en général, plusieurs nappes ; 



(^) Mémoire sur les solutions singulières des équations aux dérivées partielles du 
premier ordre ^ n^ t, p. 34 (Mém, des savants étrangers, l. XXVII, 1880). 
Hadamàbo 19 
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24îi, s*il y a compatibilité, la propagation se fera 
rfaitement déterminée, d'entre elles, 
[représentée sur la fig, 19 par une courbe), suivant 
é t = t' (représentée sur la fig, 19 par un plan pa- 
rallèle ht= to)est coupée par le conoîde 
caractéristique de sommet (a^, d^, c^, t^). 
La construction que nous venons d'in- 
diquer pour So se traduira, dans le lan- 
gage de la géométrie ordinaire, de la 
manière suivante : Etant donnée la 
position So dune onde à Vinstant /q, 
pour obtenir la position S'^ de cette 
onde à un instant ultérieur quelcon- 
prendre V enveloppe des surfaces 2 correspondant 
de%. 

e Sq est infiniment petite et se réduit au point 
multiplicité S^ n'est autre que le conoîde caracléris- 
irface X est donc celle sur laquelle serait distribuée, 
continuité concentrée, pour t = t^, aux environs du 



les rencontrées dans les chapitres V et VI avaient 
rs vitesses de propagation toujours réelles et nous 
duits à admettre (n°27l) que ces vitesses étaient 

immédiatement en se reportant d'abord au cas du 
mensions, la condition que les vitesses soient réelles 
ction de l'onde, revient à celle-ci, que la multiplicité 
te au cône caractéristique du sommet 0, et la condi- 
soient toujours finies exprime qu'elle ne lui est pas 
qu'elle lui est, par conséquent, entièrement exté- 

est remplie, il est clair que la surface £ ne s'éloigne 
ïun sens. En particulier^ la surface S correspondant 
au point est toujours fermée. 

lent, soit donnée au temps t' ^t^, une surface SV 
tle surface réduite à un point {fig, 20) et soit \ la 
;ône caractéristique C de sommet par la multipli- 
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cité tl = t^. Si la surface S^ ^^^ fermée comme nous l'admettons ('), il 
suffira, pour déterminer le mouvement en à l'instant /', de connaître, à 
rinstant t^^ le mouvement, non de tous les points de l'espace, mais seule- 
ment de ceux qui sont à l'intérieur 
de S^ : nous savons, en effet, que si, 
pour t = t^, deux mouvements coïn- 
cident à rinlérieur de S^ (^"^ en /-/' /" ^q 

pouvant être distincts en dehors de /- — 

cette surface), ils coïncideront ensuite / \ ç 

dans toute la région intérieure à la • 

multiplicité caractéristique menée / 

par Sq, multiplicité qui n'est autre y ^o^ 

que C. 

Si maintenant S'^ est une surface ^* 

fermée quelconque et non plus un point, ce que nous venons de dire 
s'applique évidemment en remplaçant Tintérieur de Z^ par le domaine 
que remplissent les diverses surfaces S^ correspondant aux différents points 
situés sur S'o ou intérieurs à S'q. 

307« — Lorsque les coefQcients a,,, a,,, ... (n® 278) des dérivées de 
Tordre le plus élevé sont des constantes, de sorte que l'équation des carac- 
téristiques ne contient pas explicitement les variables elles-mêmes, les 
cônes caractéristiques correspondant aux différents points de l'espace, sont 
égaux entre eux. 

De plus, le conoïde caractéristique se réduit au cône caractéristique. 
L'équation des caractéristiques est, en effet, vériGée lorsqu'on donne aux 
quantités que nous avons désignées par les lettres P| et qui sont 

ici T- » ^» T- , des valeurs constantes, ce qui donne pour t une fonction 

linéaire de a, 6, c. Les bicaractéristiques correspondantes sont évidemment 
des droites ('), qui ne sont autres que les génératrices du cône F. 



(0 Si le conoïde caractéristique se compose de plusieurs nappes, de sorte que Sq 
se compose de plusieurs nappes fermées, il faut, ici, considérer la plus extérieure 
de ces nappes, de sorte que C soit la nappe inclinée vers rinlérieur de la caracté* 
ristique passant par Zq. 

(*) Il est à peine nécessaire de rappeler qu'en géométrie k n dimensions, on ap- 
pelle droite, une multiplicité à une dimension le long do laquelle les n coordonnées 
sont des fondions linéaires les unes des autres* 



Digitized by 



Google 



292 



CHAPITUE VU 



m:'' 






Quant aux multiplicités caractéristiques sur lesquelles -j-, -rr, -r^ se 

réduisent aussi à des conslantes^ elles donnent évidemment les ondes 
planes, correspondant au cas où la surface Sq se réduit à un plan et où, 
par conséquent, il en est de même des surfaces S'^ correspondant à tout 
instant ultérieur, moyennant Thypothèse, adoptée en ce moment, de la 
constance des coefficients a^^ 

308. — Lorsque cette hypothèse est vérifiée, on donne le nom de 
sur/ace des ondes à la surface 2 qui correspond ht' — <o= ^- Comme 
le conoïde caracléristique est ici Tenveloppe des ondes planes, la surface 
des ondes peut être considérée comme l'enveloppe d'un plan S'^ tel que sa 
distance au plan parallèle S^ menée par soit égale à la vitesse de propa- 
gation d'une discontinuité qui aurait lieu suivant Sq. 

Lorsque, au contraire, les coefficients des dérivées de Tordre le plus 
élevé ne sont plus constants, on définit la surface des ondes relative à un 
point déterminé quelconque 0, en donnant partout à ces coefficients les 
valeurs qu'ils ont en : ceci revient à substîtuer^au conoïde caractéristique 
le cône r qui lui est langent. La construction que nous venons d'indiquer 
en dernier lieu reste d'ailleurs valable. 

L'équation de la surface ainsi engendrée est formée dans tous les traités 
de physique pour le cas des milieux gazeux^ celui des milieux élastiques 
isotropes et celui des vibrations lumineuses en milieu cristallisé. Dans les 
deux premiers cas, cette surface se réduit à une sphère ; dans le dernier 
(qui n*est autre que celui des milieux élastiques satisfaisant aux hypo- 
thèses particulières des n°' 274-276), elle est du quatrième degré (sur- 
face des ondes de Fresnel), 



300» — La définition que nous venons de donner de la surface des 
ondes va nous permettre de constater que les bicaractérisliques, telles que 
nous les avons introduites dans ce qui précède, ne sont autre chose que les 
raijo?is tels qu'on les considère en physique. 

La direction d'un rayon est en effet, définie comme étant celle de la 
droite qui joint le point au point de contact de la surface des ondes rela- 
tive à ce point avec Tonde considérée. Or, celle-ci est représentée dans 
notre espace à quatre dimensions, par la multiplicité S^ (fig, 19), laquelle 
est tangente au conoïde caractéristique G suivant la bicaractéristique 00'. 

Supposons, pour simplifier, les coefficients des dérivées d'ordre le plus 
élevé constants : alors la surface S [fig, 19) sera homothétiqne, par rap- 
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port au point 0, à la surface des ondes et la bicaractérisli|ue 00', laquelle 
serQ alors une ligne droite, aura bien la direction du rayon, telle que nous 
l'avons indiquée il y a un instant. 

Ce que nous venons de dire subsiste d'ailleurs lorsque les coefûcients ne 
sont plus constants; il faut seulement prendre pour t' un instant inûni- 
ment voisin de t^. L'identité des bicaracléristiques et des rayons est donc 
établie. 

illO. — Les considérations précédentes ne permettent pas^ sous leur 
forme actuelle, de rendre compte de toutes les propriétés physiques des 
ra3'ons (*). Elles montrent cependant, d'ores et déjà, ces lignes comme 
jouant un rôle essentiel dans la propagation du mouvement. C'est ce que 
met encore en évidence la proposition suivante. 

Soient donnés un premier mouvement satisfaisant aux équations, et une 
onde §0 [fig, 19), se propageant dans ce mouvement : onde que nous con- 
sidérerons encore comme déterminée par sa position Sq à un certain ins~ 
tant t^. Soit t' l'instant ultérieur où cette onde atteint un point déter- 
miné 0'. Le nouveau mouvement en ce point dépendra exclusivement du 
nouveau mouvement qu'a pris, à Vinstant ^o» le point 0{fig, 19) situé sur 
la même bicaractéris tique que 0'. 

C'est ce qui résulte, en effet, des calculs faits aux n^' 99S et suivants. 
Ces derniers montrent que, connaissant la multiplicité S^ et les éléments 
de la discontinuité au seul point 0, ces mêmes éléments seront déterminés 
en tous les points de la bicaractéristique issue de 0. 

Siy en particulier, la discontinuité n'existe à l'instant t^ que sur une 
petite portion de la surface d'onde, elle n'existera, à l'instant t\ que sur 
une petite portion de la surface S'^>, à savoir, celle qui est délimitée par les 
mêmes bicaracléristiques que la première. 

31 !• — Les résultats que nous venons d'annoncer subsistent dans l'un 
et l'autre des deux cas traités précédemment, savoir que le déterminant ait 
ou non un mineur différent de 0. Mais, il ne faut pas l'oublier, nous avons 
supposé, dans le second cas, que la caractéristique considérée partageait 
avec toutes les caractéristiques infiniment voisines, la propriété d'annuler 
tous les mineurs de H. Nos raisonnements seraient en défaut si les carac- 
téristiques qui possèdent cette propriété étaient particulières, c'est-à-dire si, 



(0 Voir, plus loin, no' SSO-SSi. 
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:énératrices du cône r correspondant à ces 
) moins de paramètres que les autres. Dans 
raffircner l'existence des bicaraclérîsliques. 
[ères mériteraient sans doute d'être étudiées 
lies sont bien connues en optique : c'est à 
ène de la réfraction conique. Contrairement 
ir les caractéristiques multiples (^), elles ne 
ités des solutions (Voir plus loin, n^ 327). 

liquée au n^ 304, permet encore de déter- 
tances un peu plus compliquées que celles 
s placés en cet endroit, 
a rencontre de deux ondes, c'est-à-dire le 
nuité S, S' primitivement tout à fait séparées 
it dans un milieu gazeux que nous suppo- 
ni viennent à se couper. Cette intersection 
évidemment variable avec t. En employant 
trie à quatre dimensions et représentant les 
surfaces d'onde par leurs po- 
^,'/ sitions Sq, S'^, sur Tétat ini- 

tial, on peut dire que les 
;S^' mulliplicités S^, S'o engen- 

drées par les surfaces S^, S'^ 
lorsque t varie, se coupent 
2 suivant une multiplicité 

deux fois étendue A, dont 
les sections par t = const. 
sont les positions successives 
de la courbe /. Il est aisé de 
se représenter, comme nous 
l'avons fait précédemment, 
le phénomène analogue dans 
le cas où il n'y a que deux 
coordonnées Xy y et où les 
multiplicités S^, %\ sont des 
surfaces tracées dans un 
21). A serait alors une courbe tracée dans 

î la page 306). 
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Pendant le temps où S^, S\ seront sécantes et suivant les positions suc- 
cessives de la courbe h naîtront évidemment deux nouvelles ondes, les- 
quelles ne seront en quelque sorte que la continuation des deux premières. 
H est clair que les nouvelles multiplicités caractéristiques SJ, §y (fig. 21) 
qui représenteront la marche de ces ondes seront déterminées par la con- 
dition de contenir la multiplicité a et qu'elles s'obtiendront, par consé- 
quenty comme enveloppes des conoîdes caractéristiques ayant pour sommets 
les différents points de A, absolument comme nous Pavions expliqué lorsque 
A correspondait à ^ = const. et se réduisait à une surface S^. 

Des considérations toutes semblables s'appliquent à la rencontre d'une 
onde avec une paroi fixe ou mobile. Cette dernière, par l'ensemble de ses 
positions |>our les difiérenles valeurs de ty formera une hypersurface, 
laquelle coupera l'onde suivant une multiplicité A de même nature 
que celle que nous avons tout à l'heure désignée par cette notation. 
Il restera à faire passer par A une seconde caractéristique (onde réfléchie), 
ce qui se fera par la même construction que précédemment. 

Dans ce cas comme dans le précédent, la multiplicité A est, par la ma- 
nière même dont elle est obtenue, extérieure au cône caractéristique ayant 
pour sommet l'un quelconque de ses points, de sorte que (comparer 
n^ 305), les nouvelles ondes obtenues seront réelles. 

313* — Le cas de la réfraction correspond, analytiquement parlant, à 
celui où l'espace E^ serait divisé en deux régions où les équations du pro- 
blème auraient des formes différentes. Une onde se propageant dans l'une 
de ces deux régions rencontrerait alors leur frontière commune suivant 
une multiplicité A, par laquelle il resterait à laire passer une caractéris- 
tique des équations relatives à la seconde région. Ici, toutefois, cette 
nouvelle caractéristique (onde réfractée) peut être imaginaire même lorsque 
la première est réelle. 

Il est clair que la construction d'Huyghens n'est qu'une application de 
cette manière d'opérer. 

314* — Enfin, il arrive souvent qu'une onde se rencontre elle-même : 
autrement dit, qu'une surface d'onde primitivement dépourvue de singu- 
larités acquière, au cours de sa propagation, des lignes doubles (^). Cette 



(i) G*e8t ainsi que les courbes parallèles h une courbe G, ont, en général, des 
points doubles (même si C en est dépourvue), lorsque la distance devient suffisamment 
grande et est reportée vers la concavité de C. 
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circonstance ne doit pas, bien eniendu, être confondue avec le phénomène 
de Riemann el Hugoniot, étudié au chapiire IV : elle ne (rouble pas, en 
général, la régularité du mouvement. 



§ 2. — THÉORÈMES D^XISTENCE 



315* — Nous avons, dans ce qui précède» constaté que, sur une carac- 
téristique, le calcul des dérivées de chaque ordre conduit à une indétermi- 
nation. Il ne résulte pas de là, qu'il existe une infinité d'intégrales résol- 
vant le problème de Cauchy donné, ni même qu'il en existe une seule. 

Pour le cas d'une équation du second ordre analytique à deux variables 
indépendantes, ce fait a été établi par M. Goursat (*), comme conséquence 
du théorème suivant : 

Etant données une équation aux dérivées partielles analytique à deux 
variables indépendantes , et, d'autre part, deux lignes concourantes 
analytiques dont chacune soit tangente à Vune des caractéristiques issues 
de leur point de concours^ F équation admet une intégrale analytique {et 
une seule) prenant respectivement sur les deux courbes données des 
valeurs analytiques données. 

De ce théorème résulte aisément l'existence d'une in6nité d'intégrales 
analytiques résolvant le problème de Cauchy pour une caractéristique. 

HIO. — Le théorème de M. Goursat a été généralisé par Beudon, loc. 
cit,, à l'équation à un nombre quelconque de variables traitée aux 
n*» «78 et suiv. 

Nous allons démontrer le résultat de Beudon en adoptant des hypothèses 
nn peu plus générales. Déjà, en effet, dans le cas de deux variables, il 
n'est pas nécessaire que les deux lignes le long desquelles z est donné 
soient des caractéristiques. Il suffit, comme Font montré M. Picard (*) 
pour les équations linéaires analytiques ou non, puis M. Goursat (^) en 
supposant les équations analytiques, mais non nécessairement linéaires, que 
cette propriété appartienne à une seule des lignes en question. C'est un 



(') Leçons sur les équations aux dérivées partielles du secêtid ordre^ tome I 
p. 184-193. 
(•) in Dahboux, Leçons sur la Théorie générale des surfaces ^ tome IV, note 1. 
(^) Equations aux dérivées partielles du second ordre, tome II, pages 303-308. 
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problème de celte espèce qui s'esl présenlé au n^ 160 dans l'étuile du 
mouvemeat rectiligne d*un gaz. 

Nous étendrons d'une manière analogue le théorème de Beudon, en 
considérant deux multiplicités an — 1 dimensions non tangentes entre 
elles et dont la première sera, en un point que nous prendrons pour ori- 
gine des coordonnées, tangente à une caractéristique. Cette propriété sub- 
sistera d'ailleurs (comparer n® 103), après un changement de variables 
indépendantes, moyennant lequel nous pourrons supposer que nos deux 
hypersurfaces aient pour équations a?» = 0, â?n- 1 = 0. 

Sur chacune d*elles, nous supposerons donnée la série des valeurs de z^ 
soit 






pour JTn = 

poura?„_^ = 0. 



Bien entendu, ces valeurs devront coïncider sur la multiplicité (à n — 2 
dimensions) commune aux deux premières : nous pourrons écrire 

(42) 'KXi,a7„...,a7„_j, 0) = ;^(a:,,x„ a?n- 2,0) = w(x,,a?,,...,^n-8). 

L*équation aux dérivées partielles étant 

3^ = 0, 

la condition que j:n = soit tangent à une caractéristique s'exprimera 
(n*^ 288), par la condition 

ôpnn 

Par contre, nous supposerons l'équation résoluble par rapport à /^nn-i- 

La condition r- = 0, revient à admettre que la multiplicité M» -sdéfmie 

par les équations Xn = a;», j = 0, n*esi pas tangente à une bicaractéris- 
tique. Si le cas contraire se produisait, les valeurs données 4^, ^ devraient 
vériOcr une nouvelle condition de possibilité. Nous avons vu, en effet, que 
la dérivée de pn suivant une bicaractérislique peut se calculer en fonction 
des z^ Xi, p, : il faudrait que la valeur ainsi obtenue à l'origine fût égale à 
celle que Ton connaît directement puisque j^n est donné (à savoir, égal 

à -^) sur la multiplicité Mn-o. On aurait de même une autre condition 

de possibilité en considérant la dérivée de pnni et ainsi de suite pour chaque 
ordre de dérivation. 
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réqualion du second ordre^ résolue par rapport 

,. a?j, ... Xtif Z^p^ ...|i>n, Pli, '"ypnr) 

tion F soit analytique el holomorphe par rapport 

épend (*), dans un domaine comprenant les valeurs 

. &F 
nt à l'origine, la quantité - — étant nulle en ce 

^Pnn 

• que si les fondions ^ et -/^ sont également ana- 
autour de Voingine, le problème posé admettra 
?, et une seule, 

nous le voudrons, simplifier la question en rame- 
1 sufQra, à cet effet, d'introduire, au lieu de z, la 

z^ =1 z — ^ — X"^'^ 

mt définie par l'équation (42)). Nous pourrons 
ît de z le terme axn Xn- i, où a est une constante 
nue;}fin>i de cette constante) nous arranger pour 
). Dans ces conditions, la fonction F sera repré- 
nent convergent ordonné suivant les puissances 
is pik à Texception de Pnn-u développement qui 
tant el de terme en pnn seul. 

nsformation ait été effectuée ou non, les données 
Itre les valeurs à l'origine de toutes les dérivées 

l n'y a pas, à la fois au moins une différenciation 
loins une différenciation par rapport à a?»- i, ces 
différenciation des équations de condition (41) : 
rend «1 = j^ = 0. 



avons en vue a été, comme nous l'avons dit. établi par 
de l'hypothèse d'analyticité, pour le cas de deux varia- 
lus grand que 2, l'extension aux données non analyti- 
on de savoir comment cette extension est possible — 
elles, qui n'ont pas été surmontées jusqu'à présent. 
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Convenons d'autre part, de dire qu'une dérivée partielle de z est anlé- 
Heure à une autre : 

1° Si elle est d'un ordre total moindre ; 

2*^ Si, étant du même ordre, elle comprend moins de dérivations par rap* 
port à con ; 

3*^ Si, étant du même ordre et comprenant autant de dérivations par 
rapport à Xn^ elle comprend moins de dérivations par rapport kxn-f 

Soit maintenant pnn— i;yft.*«. (où les indices t,J, A... ont des valeurs 
tout à fait quelconques entre 1 et n) une dérivée dans laquelle on a diiïé- 
rencié à la fois par rapport à ar» et à Wn i- Nous calculerons la valeur de 

cette quantité en appliquant l'opération — — — aux deux membres 

oXi vCCj oXff 

de réquation (48). Toutes les dérivées qui Ggureront au second membre 
seront évidemment antérieures à celle que nous cherchons, à la seule 
exception de pnnijk Mais celte dernière s'éliminera à Torigine : car 

elle a pour coefficient - — , quantité dont la valeur initiale est nulle. 

Le second membre de réquation obtenue ne comprendra dès lors que 
des quantités déjà connues si nous avons pris soin, ce qui est évidemment 
possible, de ne jamais passer au calcul d*une dérivée sans avoir effectué 
celui des dérivées antérieures. 

Cette première conclusion est donc démontrée. 11 suit de là que si le 
problème admet une solution holomorphe, cette solution est unique. 

De plus, nous remarquerons : 

1° Que toutes les équations résultant de la différenciation de (48) sont 
ainsi utilisées, de sorte que toutes ces équations sont vérifiées à Torigine 
par le système des valeurs des pt.jb... ainsi calculé; 

2° Uue ce calcul ne comporte que des additions et des multiplica- 
tions. 

En vertu de celte dernière remarque, nous pourrons appliquer la mé- 
thode des fonctions majorantes. Nous remplacerons les développements 
donnés de F, ^, ^ par d'autres respectivement majorants des premiers ; et, 
si le problème ainsi modifié a une solution holomorphe, nous pourrons en 

conclure que les valeurs des pijk correspondant au problème donné 

fournissent, elles aussi, un développement de Taylor convergent (lequel 
satisfera nécessairement à lequation proposée, d'après la première des deux 
remarques qui viennent d'être faites). 

En ce qui concerne les fonctions ^ eix données, nous pouvons les sup- 
poser nulles, comme il a été expliqué tout à l'heure. Dans ces conditions, 
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le d'elles admellra pour majorante toute fonction représentée par un 
)pement à coefGcients tous positifs. 

it à la fonction F, puisqu'elle manque de terme constant et de 
înpnn, elle admettra, d'après une remarque bien connue, une majo- 
le la forme 

M 

n 

Pi 4- a?,, ... -+- a?„ 4- ^ -^ 2 ^* "*" 2 P** 

i = 1 



1 



R 



-m(i-.^-). 

ime S' se rapportant à toutes les dérivées secondes à Texceptioa 

jon, admettant que a7„_j = était une caractéristique, supprimait 

, dans cette expression le terme en p„_i «-i seul. En raison de la 

ce de ce terme, nous devrons, ici, employer Tartifîce indiqué par 

ursat, et qui consiste à remarquer que la fonction F est a fortiori 

ce 
le si nous remplaçons, au dénominateur^ x„ par c^,où Xdésigne un 

e positif quelconque plus petit que 1. Nous sommes ainsi conduits à 
ion 



Pnn-l = • 



M 



a?! 4- ... ar„_, -+-y4-^-f-2/'i'^2 ^^ 



R 



-«('+'r') 



léorème sera démontré si nous obtenons, pour cette équation, une 

n nulle à Porigine ainsi que ses dérivées premières et secondes, et 

[lisant, tant pour a?n = que pour a?n_i = 0, à des fonctions dont 

eloppements soient à coefficients tous positifs. 

ï chercherons une telle solution en prenant z fonction des deux 

[es 

X = j;, -i- a7j -f- ... 4- JTn- 2, Y = Xa?»., + Xn : 
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l'équaCion (44) deviendra 
, is^z „ /, 1 d*z\ 



OÙ C est le coefficient numérique C = ^ W . 

Le second membre comprend un terme en -r^, le terme ^ ^^rvî- Nous 

déterminerons X de manière que ce terme ait un coefficient plus petit que 
celui du premier membre, soit 

(46) X<g. 

Nous pourrons alors faire passer le terme en -^^ du second membre dans 
le premier et Téquation obtenue sera de la forme 

(47) ^ (^1 - -jf j ^,=Pi (X, Y, ^, ^' ^Y' ôX^' ôX^Y' ôT^j 

où Fj est holomorpbe par rapport aux variables dont il dépend autour des 
valeurs nulles de ces variables, son développement étant à coefficients tous 

positifs et manquant de terme en -yi seul. 

Le théorème de Gauchy-Kowalewsky nous apprend que cette équation 
admet une intégrale holomorpbe nulle, ainsi que sa dérivée par rapport à Y, 
pour Y == 0. Si Ton substitue pour X et Y leurs valeurs (45), on aura une 
solution holomorpbe de Féquation (44). €elte solution et, par conséquent, 
les fonctions auxquelles elle se réduit pour a?„ = 0, a?n-i = ont d'ailleurs 
comme le montre le calcul même qui les donne à Taide de Téquation (47) ('), 



(1) Pour effectuer ce calcul, iil est inutile de résoudre l'équation (47) par 
rapport à g^ï» grâce à cette circonstance que, au second membre, le coefficient de 
rya est nul à l'origine. 
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eloppements à coefficients tous positifs, leurs valeurs initiales ainsi 
les de leurs dérivées premières et secondes étant nulles. 
\y le théorème est démontré. 

K — De la proposition précédente, on déduit aisément celle que nous 
en vue, à savoir Texistence d'une infinité de solutions holomorphes 
! problème de Cauchy dans le cas d'une caractéristique. 
>osons encore que la multiplicité caractéristique ait pour équation 
I. Nous pourrons, en outre, supposer que les valeurs données de z 
le multiplicité soient nulles, ainsi que celles de p„ et celles qu'on en 
pour pnn* Il est clair, en effet, qu'on ramènera le cas contraire à 
a par un changement d'inconnue de la forme 

z = z' -h A-h Ba?n 4- Cx;, 

C étant des fonctions de x^, a?„ ..., ^n-i)* Dans ces conditions, 
ion (48) devra être vériGée, quels que soient â?^, ^„ ..., o^^-i pour 

nuls avec les pi et les puc, 

, de plus, la multiplicité donnée doit être une caractéristique, et non 

ulement tangente à une caractéristique à l'origine, c'est-à-dire qu'on 

bF 
oir, dans les mêmes conditions, d'une part- — = 0, d'autre part 

^Pnn 

ion (16»»'») (no «88), laquelle se réduit ici à ^— = 0. 

revient à dire que tout terme du développement de F renferme en 
l'une au moins dés quantités 

z, Pi{i = 1, 2, ...., n) 
Pik{i,k = i, 2, ...., n— 1) 

p,^'(A' = l,2, ...., n-2) 

lons-nous alors arbitrairement les fonctions holomorphes o,, 9^, .... 
r^, ...., a7„_2 ^^ considérons la solution holomorphe de Téquation 
li, pour jTn = se réduit à et, pour a?n-i = 0, à 

D dont Texistence vient d'être établie. Il est aisé de constater que, 

que soient les fonctions cp^, o^, ...., celte solution répond à notre 

ne de Cauchy, c'est-à-dire que, outre ses valeurs, celles de sa déri- 

cl de sa dérivée pnn sont nulles avec Xn- Il suffit à cet effet (puis- 
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qu'il s'agit de fonctions holomorphes) de s'assurer que, pour cette intégrale z, 
toutes les dérivées contenant une ou deux dérivations par rapport à Xn sont 
nulles à Torigine. Or c'est ce que l'on vérifie sans difGcuIté en reprenant, 
dans les hypothèses actuelles, les calculs du n* précédent par lesquels on 
obtient ces dérivées. 

Le théorème est donc démontré. 

310^% — L'expression (49) représente la valeur la plus générale que 
puisse prendre, sur la multiplicité â^n-i =0, une fonction holomorphe 2 
qui soit nulle» ainsi que ses deux premières dérivées par rapport à con^ 
pour Xn = 0. 

Repassons maintenant des calculs tels que nous venons de les faire à ceux 

qui leur correspondent lorsqu'on n'effectue pas la transformation (48). 

Alors les valeurs, pour â?n == 0, de ^ et de ses dérivées des deux premiers 

ordies ne sont plus nulles, mais elles devront encore vérifier : i** Téquation 

hP 
(43) ; 2^^ la condition - — qui exprime que Xn = est une caractéristique ; 

9Pnn 

3° la condition (16^''), nécessaire pour l'existence des dérivées troisièmes. Et 
inversement, ces conditions sont les seules que nous ayons postulées dans 
le raisonnement du n® précédent. 

Celui-ci montre^ par conséquent, qu'une distribution {sur la multipli- 
cité Xn = 0) des valeurs de p», pnn satisfaisant aux trois conditions 
en question {oii Von donne à z les valeurs ^{x^f ^„ ..., Xn_i))t sera celle 
même qui correspond à la solution du problème traité aux n^* 310- 
318, si elle coïncide, en tout point de F intersection des deux multi- 
plicités dbn = 0, Xn-i = 0, avec celle qu'on déduit de la deuxième con- 
dition (41). 

Lorsque l'équation est linéaire par rapport auxpjj^, on peut énoncer la 
même propriété pour une distribution de valeurs de pn qui satisfait au 
même système de conditions à Vexception de (16^"), celle-ci étant rem- 
placée par tèquation (18) (n*» 282). Car, en déterminant pnn par l'équa- 
tion (16) jointe à la condition de coïncider, sur l'intersection des deux 

multiplicités, avec les valeurs correspondantes de --^ , on est ramené à 

oXn 

l'énoncé précédent. 

320* — La proposition établie au n^ 318 n'est pas seulement utile à 
la démonstration du théorème du n** 310. Elle est, en elle même, suscep- 
tible d'applications dynamiques. Le problème qu'elle résout est, en parli- 
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i auquel on est conduit en étudiant, comme au n® 312, le 

de la rencontre des ondes. 

le rencontre, le fluide est divisé en trois régions animées de 

5 distincts : nous désignerons par l'indice 1 celui que propage 

ar l'indice 2 celui que propage Tonde S'o» P*' l'indice 3 le mou- 

rmédiaire. 

s : 

mouvements soient tous trois dépourvus de rotation ; 
ioient analytiques ainsi que les multiplicités S©, §'o« ^^ ®" ^^^ 
ne pour la muUiplicilé A et aussi pour les ondes S©*, S>o" q"' 
lissance, ainsi que nous l'avons vu, à la rencontre des premières 
ent respectivemenl, à partir de A, dans les mouvemenls lel2. 
, nous allons montrer Texistence d'un quatrième mouvement 
satisfaisant aux équations de l'hydrodynamique et se raccor- 
et 2 suivant les caractéristiques Sq", So"'- C'est précisément par 
is qu'est déterminé le nouveau mouvement intermédiaire qui 
ince entre les deux ondes correspondantes, 
de calculer le potentiel des vitesses * du mouvement cherché : 
.'abord vériûer l'équation (28'). 

girl, toutes ses dérivées premières devront être, sur Sq" et So'*' les 
celles qui correspondent aux mouvements 1 et 2 respective- 
jue (les discontinuités étant supposées du second ordre au 
ses et pressions restent continues. 

avons qu'il existe une fonction holomorphe * qui vérifie Téqua- 
prend, sur S/ les mêmes valeurs que le potentiel des vitesses 
ent 1 ; sur SJ' les mêmes valeurs que le potentiel des vitesses 
ent 2. 
iel des vitesses du nouveau mouvement intermédiaire étant 

il y aura continuité (au passage de So" et de S>o'")t non seule- 
aleurs de ce potentiel, mais aussi de celles de ses dérivées, 
conditions de notre problème l'exigent. 

les dérivées en question, déduites du mouvement 1, forment 
tiplicité S/ ^^^ distribution caractéristique. Comme, d'autre 
lion (23') est linéaire par rapport aux dérivées secondes, la 
innoncée aura lieu dans toute l'étendue de §0" (fi^ vertu du 
>i elle existe en tous les points de A. 

j points, elle résulte de ce que les dérivées de * peuvent se cal- 
ie des valeurs de celte fonction sur So po"r le mouvement 1, 
our le mouvement cherché, valeurs que Ton peut considérer 
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commes données par les mouvements 3 et 2 respectivement ; et que d'autre 
part, il y a, nous le supposons, continuité des dérivées premières entre les 
trois mouvements primitifs. (Comparer la note de la page 174). 

Le mouvement déduit du potentiel des vitesses calculé comme nous 
venons de le dire satisfera donc bien à toutes les conditions du problème. 

3%1« — Nous nous proposerons, maintenant, de généraliser la propo- 
sition des n^' 310-3t8 aux systèmes à plusieurs inconnues. Soit donc 
un tel système aux inconnues $, t,,î. Considérons encore deux multiplicités 
sécantes dont nous pourrons toujours prendre les équations sous la foirme 
iCn = 0, x„« 1 = 0, la première étant tangente à une caractéristique, qui 
ne soit pas multiple (n*^ 284) la seconde quelconque sous la seule condi- 
tion que leur intersection ne soit pas tangente à une bicaracléristique. 

Nous supposons que le système donné est analytique et régulier et reste 
tel après le changement de variables que nous avons opéré pour donner 
aux équations de nos deux multiplicités la forme précédente. Dans ces 
conditions, si nous cherchons des valeurs de î, r,, î; qui s'annulent à l'ori- 
gine ainsi que leurs dérivées premières et secondes, nous devrons admettre 
que les premiers membres des équations sont développables suivant les 
puissances croissantes de x^, x^, ..., x„, ?, t), Ç, pi, Çiy Vi^Piky qiky ^ik* De 
plus, si les termes enpnn, qnm rnn de ces développements sont 



(50) 



et si l'on tient compte de ce qui a été dit au n® 301, les coefGcients 
A, B, C, A', B', C'y A." y B", (7 ne seront autres que les valeurs initiales des 
quantités que nous avons désignées sous ce nom au n^ 301. Le détermi- 
nant H, égal, à l'origine, à 

ABC 
A' B' G 
A* B^ C 

devra être nul, puisque Xn = est tangente à une caractéristique : autre- 
ment dit, nous pourrons former une combinaison linéaire de nos trois 
équations telle que les termes de la forme (50) y disparaissent entière- 
ment : combinaison qui pourra remplacer Tune des équations données, la 
troisième par exemple. 

Hadamard 20 



\pnn 


4- 


Bqnn 


4- 


CVnn* 


h!pnn 


H- 


Wr/nn 


-h 


GVnn. 


A''pnn 


4- 


B%n 


4- 


CV„n, 
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e l'on a A' = B' = C = 0. Les dérivées ^^ se ré- 



ôH 



ABC 
A'B'C 
ai bi Ci 



, Ci, les coefficients de pu, qint n» dans la troisième 

là: 

id(s (51) ne sont pas tous nuls, puisque notre carac- 

); 

, celui qui correspond h i = n — 1 est différent de 
ction de nos deux multiplicités n'est pas tangente à 



Tons, dans ces conditions, opérer un changement 
IX d'entre elles soient remplacées par les quantités 

i j, = A54-B7i-hCC 
par les quantités 

' sont des fonctions holomorphes quelconques se 

lA, B, C, A',B', C. 

inconnue, ce sera une fonction quelconque 

il = '^ (î, 'i, î, ^1. a?j, ..., a?„) 



si, les résultats auxquels on arriverait seraient de nature 
Qontre immédiatement l'exemple du système 

ô 
5^ + (a?i, a?2, ..., a7n. Ç. Ti, Ç, p., Çi, ri) + M, 

^;^— ^ (a^i, Xi, ..., a?„, Ç, 7i, ;. 1)., $., r.) + N, 

t|> (arj, X2, ...» a7n, Ç, -n, Ç, p., g., r.,|).*, y.*, ru) 

ons données des âr) : système qui est impossible si Ton 
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telle que l'on ait à l'origme, 



307 



(54) 



0(5,1.!:) ~ 



ABC 

A' B' G' 

5^/ à'^ ô<|/ 
ô| Sq ôt 



^0. 



Comme on a 



(55) 



\dxl 



= Apn n + B^'n B + CVn 



^ = A'p„„ + B'y„„ + CV,.n, 



5^n« 






rnn 



Tégalité (54] exprime que la troisième des dérivées (55) ne s'exprime pas 
à l'uide des deux premières et, par conséquent, que les équations données 
n'en fournissent pas l'expression à l'aide de dérivées contenant moins de 
deux difTérentiations par rapport à Xn* 

33n* — Supposons ce changement d'inconnues déjà effectué. Alors les 
coefficients A, 6', seront égaux à un, pendant que B, A', C, G seront nuls : 
par conséquent, le déterminant lonclionnel des premiers membres de nos 

équations par rapport à pnn, qnm ^m-j sera initialement égal à -p — , 

c'est-à-dire différent de zéro. On pourra donc résoudre ces équations par 
rapport à pun, qnn, î'nn- 1 et les écrire sous la forme 

Ipnn = F {Xu ?, î). Ç, Vh qi* n, Piki qik, Tik) 
qnn = * (a?t, î, ri, Ç, pi, g^, Vi, fik, qik, ru) 
rnn^i = V(^., ?, ti, C, pi, qi, ri,pik, qikf n*) 

où les seconds membres ne contiennent pas pnm qnn» rnn^u ^^ ^^ 1'^^ ^* 
à Torigine, 

5F . 
àVnn 



(57) 



^nn 



W 



^nn 



= 0. 



Nous allons montrer que, pour déterminer une solution d'un te! sytème, 
ou peut se donner : 

1® Pour les inconnues ( et y), les conditions de Cauchy, à savoir, les 
valeurs de ces quantités et de leurs dérivées premières pour Xn = 0; 

2"" Pour l'inconnue C» au contraire, les conditions analogues à celles du 
n*' 310, à savoir, les valeurs de cette inconnue elle-même sur Xn = et 
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9 (valeurs qui devront concorder, bien •entendu, lorsque Xn et 

luls à la fois). 

aies données seront encore supposées analytiques. 

feront évidemment connaître à Torigine, parmi les dérivées 

celles où il n'y a pas différenciation à la fois par rapport 

ipporl à Xn-i et, parmi les dérivées de E» v}f toutes celles où il 

us, une différenciation par rapport à Xn- 

1er les dérivées restantes, nous les classerons encore par ordre 

La définition adoptée pour les dérivées antérieures les unes 

ra la même que précédemment (n^ 318) avec cette conven- 

nelle que, de deux dérivées du même ordre comprenant le 

e de différentialions par rapport à Xn et par rapport à a?n.,, 

de ^ ou de 7) sera considérée comme antérieure à une dérivée 

e fera alors sans difficulté par une méthode toute semblable à 
t8. 11 utilisera toutes les relations qui résultent de la dîffé- 
s équations données, 
mtrer la convergence des développements ainsi obtenus, on 

core que toutes les données initiales (valeurs deÇ, de Ti,de — 

p Xn = 0, valeurs de Ç pour Xn = et pour Xn-^ =0) soient 

lat qu*on peut toujours obtenir par un changement d'in- 

i encore, les opérations qui ont servi à obtenir les dérivées 
l'origine se composent exclusivement d'additions et de mut- 
ions pourrons remplacer les différentes données du problème 
rantes. Aux données initiales nulles nous pourrons en subs- 
!s représentées par des développements à coefficients positifs 
ement à notre volonté, ceux des termes constants ainsi que 
I premier et du second ordre étant toutefois nuls. 
4>. **, leurs majorantes seront de la forme 

_M _, 

^x, + î + '^i + ; + ^(Pi-+- qi + r,) H- ^ (pi* -H ?;* + r,A)j 



r) 



^signée par le signe Z' se rapportant à toutes les dérivées 
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secondes à l*excep(ion de pnn, qnnt rnn-i) ^^> ®° remplaçant encore x^ 

Xn 

-H — *! . 

Si nous cherchons des soIuU'ons déperidant des deux quantités 
X = a;, -H Xj -h ... -H x„ . j, Y = lx„ . , + .r,„ 
ces solutions seront déterminées par Içs équations 

f>'$ _ f"!i _ 1 ':5 

M 

* ~ R i"^ ^' "^ ^ ùY ^ 2 SX^ / 



ôY» 



-m(«^rS) 



lesquelles seront vérifiées (en posant encore C = r, —) 

5 = 1) = ).!:, 



par 






M 



R ) 



"x+J + (2X+i)[;-H(,.-2^,^|4-(l+X);^ / 

.C^;U(«-2)(1+X)^^y] +(^'(2X4-3) + !)^^,] \ 



Or, dsns cette dernit're éqnalion, si À satisfait à l'inégalité 

R 



M2X + 3X?. 
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L un coefficient moindre dans le second membre que 

nous pourrons le faire entièrement passer, 
nnement devient absolument identique à ce qu'il était 
lie équalion et Texistence d'une solution holomorphe 
est établie. 



ira de là l'existence d'une infinité de solutions pour 
auchy, lorsque la multiplicité a^n = est une 
r tenir compte de ce que cette circonstance a lieu en 
la mulliplicité en question et non plus k l'origine, il 
'il existe en cbacun d'eux une combinaison linéaire 
données dans laquelle les dérivées par rapport à 
nent. Si (les équations étant toujours à premiers mem- 
lous supposons pour fixer les idées le mineur a' dif- 
mbioaison lintaire pourra être substituée à la troisième 

)n tout analogue sera alors faite sur les inconnues : 
ères équations, les dérivées par rapport à pnn» Çntn rnn, 
nui quelconque de notre multiplicité seront des fonc- 
e x^J œ^, a?n— i. En désignant par X, ^, C, ^J^ ^', t' 
urroDs prendre pour deux de nos nouvelles inconnues 

i réduit nos équations à la forme (56), les condi- 
Tiées, celte fois, en tout point de la mulliplicité a:n = 0. 
pouvons admettre^ moyennant une triple transforma- 
), que les données initiales \, ?;, C* Pm <lni r^ sur 
nt nulles, ainsi que les valeurs qu'on en déduit pour 
leurs nulles devront donc vérifier les conditions (56), 

lilion (32'), soit ici — = : autrement dit, chaque 

levra contenir en fadeur une des quantités 

Pi, qi.ri (ï = 1, 2, ...,n) 
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chaque terme de ^, une des quantités (58) ou : 

(60) â?S„, a7„r„„, rU. 

Il résulte aisément de là que si Ton prend comme données initiales : 

1* sur OTn = : î, 7), ï, p„, q^ nuls; 

2* sur a7„_ , = : Ç égal à l'expression (49) (n" 310), 

les quantités r„, pnnt qnm ^'nn seront identiquement nulles avecx„, quels 
que soient 03, ©^, ... On le prouvera, comme précédemment, en suivant 
Tordre même du calcul par lequel nous avons obtenu les dérivées succès* 
sives. 

3484*"'\ — Il est clair qu'on peut tirer de là des conséquences toutes 
semblables à celles qui ont fait Tobjel du n^ 319*»'". Si nous nous plaçons, 
pour simplifier, dans le cas où les équations sont linéaires par rapport aux 
dérivées secondes, nous pouvons dire que lorsqu'une distribution de valeurs 
de r„ sur la multiplicité .r„ == {combinée avec une série donnée de ra- 
leurs de i, tq, s, p», qn) rend cette multiplUé caractéristique, et satisfait 
à Vèquation (30) (n* 202) [condition d'existence des dérivées secondes) 
cette distribution sera précisémetit celle qu'on obtiendra en résolvant le 
problème du n* 323, si la coïncidence a lieu sur V intersection des deuco 
multiplicités x^ = 0, iw„ _ , = 0. 

325. — Gomme le théorème du n*' 310-318, celui que nous venons 
de démontrer aux n*' 321-323 est susceptible d'une interprétation hydro- 
dynamique simple. 

Nous dvons vu plus haut comment, étant donnés le mouvement initial 
d*un gaz et le mouvement de la paroi, on pouvait obtenir l'accélération 
i ni lia le des points voisins de cette paroi. Le nouveau mouvement ainsi 
créé se propage, d'ailleurs, par une onde dont Téquation aux dérivées par- 
tielles (23) (ou, ce qui revient au même, l'équation (4) du n" 240), 
permet de trouver la position à chaque instant, une fois supposé connu le 
mouvement du fluide au delà de celte onde (lequel fournit la valeur de p). 

Supposons ce dernier mouvement analytique ainsi que le mouvement 
donné de la paroi. Il en sera alors de même pour le mouvement de la 
surface d'onde S. Le mouvement qui prendra naissance entre cette surface 
et la paroi devra être tel : 

1* qu'il y ail constamment contact entre le fluide et la paroi, c'est-à-dire 
que pour 

(61) ^Ja.^c) = 
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(équation de la surface dans l'clat initial) on ait 

2* qu'il y ail raccordement, le long de Tonde, entre le nouveau mouve- 
ment et le mouvement primitif. 

Prenons un nouveau système de variables indépendantes tel que 073 et x^ 
s'annulent, Tune, pour ^o{a, b, c) = 0, l'autre, le long de Tonde. 

Opérons, d'autre part, un changement d'inconnues tel que la dernière 
d'entre elles soit remplacée par la fonction <Ka?, y, z, t). Donnons-nous 
alors : 

Pour x^ = 0, la condition que cette inconnue soit nulle ; 

Pour x^ = 0, la condition que toutes les inconnues aient les mêmes 
valeurs que dans le mouvement primitif ainsi que les dérivées premières de 
deux d'entre elles, celles qui ne se réduisent pas à avec x^. S'il en est 
ainsi, la coïncidence s'établira d'elle même pour les dérivées de la troisième 
inconnue d'après un raisonnement tout semblable à celui qui a été fait plus 
haut (n"" 320), de sorte que la discontinuité sera bien du second ordre, la 
seule condition pour cela étant que cette coïncidence existe aux points qui 
satisfont à la fois à x.^ = et à a?; = 0, c'est-à-dire que la vitesse nor- 
male de la paroi soit initialement égale à celle des molécules voisines du 
fluide. (Il suffira d'appliquer la proposition énoncée au n° 324^"). 

Le problème ainsi posé rentre dans la catégorie traitée au n** 3S3. Il 
reste seulement à s'assurer : 

i* que l'intersection des deux multiplicités (x^ = 0, Xj. = 0) n'est pas 
tangente à une bicaractérislique. — Ceci est évident, puisque cette inter- 
section correspond à t = consl., alors que t varie sur les rayons définis 
par les équations du n* !206. 

2** que, si A, B, C, A', B', C ont la signification indiquée au n*' 381, on 
a l'inégalité (54). Ceci revient à dire qu'on ne peut pas former, avec les 
équations du problème, une combinaison faisant connaître la dérivée 
seconde de ^ par rapport h x^ : ou, ce qui revient au même, l'expression 

c^x il- ùy ot^ ùz ot^ 

Mais, dans le cas contraire, la discontinuité compatible avec ces équa- 
tions serait forcément tangenlielle et nous savons qu'il n'en est pas ainsi. 

Le problème d'analyse auquel nous avons été conduits est donc bien 
celui qui a été résolu tout à Theure. La solution ainsi obtenue satisfera 
d'ailleurs initialement au principe d'impénétrabilité (c'est-à-dire que a, b, c 
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pourront être exprimés en fonction de a?, y, z, t) lorsque la vitesse normale 
de la paroi sera inférieure à la vitesse du son. 

326. — Par contre, le problème de la rencontre des ondes, traité au 
n*^ 3S0 dans Thypothèse d'un potentiel de vitesse, n'est pas, en général, 
immédiatement résolu par des considérations semblables aux précédentes. 

Soient^ en eiïet, deux mouvements i et 2 {fig, 21) donnés, et soit à 
chercher un mouvement 4 se propageant dans les deux premiers suivant 
les ondes So* ®^ ^a"^ {fiff- 21) qui se coupent suivant la multiplicité A. 

Nous pourrons, en vertu de ce qui précède, après avoir effectué un chan- 
gement d'inconnues convenable ayant pour effet de substituer kx, y, z de 
nouvelles inconnues $, tj, Ç, déterminer celles-ci par les équatioi s internes 
du mouvement et par les conditions suivantes : 

1° sur S/, X devront prendre les mêmes valeurs que dans le mouvement 1 ; 

2*^ sur la même multiplicité, les dérivées premières de Ç et de t) auront 
également les valeurs qui résuKent du mouvement 1 ; 

3^ sur Sq'^, C prendra les mêmes valeurs que dans le mouvement 2. 

De ces conditions résultera, comme précédemment, la continuité des 
dérivées de C au passage de S/. 

Mais il resterait à établir la continuité de $, y) et de toutes les dérivées 
premières au passage de S^^ ; et celte continuité ne résulte nullement de 3°. 
Elle entraîne, en effet, cinq conditions à vériGer en chaque point de So" ®1 
l'unique équation différentielle dont nous connaissions l'existence sur cette 
multiplicité (l'équation 30) entraîne simplement cette conséquence que ces 
cinq conditions se réduisent à quatre. 

Si Ton développe par la formule de Taylor^ suivant les puissances crois- 
santes de t -— Iq (en désignant par t^ la valeur de ^ qui correspond au point 
considéré de A) les premiers membres de ces quatre conditions et que l'on 
égale à les coefficients successifs, on aura une série de conditions de com- 
patibilité de tous les ordres qui devront être vérifiées en chaque point de 
rencontre des deux ondes : faute de quoi les nouvelles discontinuités 
seraient nécessairement en nombre supérieur à deux. Si, par exemple, il 
s'agit du problème de l'Hydrodynamique, aux deux ondes ^^ et 8/ se 
joindrait une discontinuité stationnaire ayant lieu suivant la surface de 
rencontre, c'est-à-dire suivant la projection de A sur un plan / = consl. 

Seulement on doit tenir compte de ce fait que dans les conditions où 
nous nous sommes placés au n*' 312, les discontinuités qui existent entre 
les mouvements 1 et 2 ne sont pas quelconques. On suppose en effet, 
qu'avant la production du phénomène qui nous occupe, il n'existait que 
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3tre elles, un mouvement unique, le mouvement 3. 
'on a des conditions de compatibilité analogues à 
rifiep, mais relatives aux multiplicités S^ et S'^. Il 
*on peut en déduire les mêmes conditions pour 
B ce qu*on constate en général sans difGculté pour 
ordre. 

qui a lieu certainement pour les dérivées (d'un 
apport à t seul, en vertu du théorème auquel nous 
\° 2>40 et sur lequel nous revenons dans la note m 



{ de considérer le cas d'une caractéristique annu- 
ms annuler ses mineurs. Les résultats analogues 
^ntraire (celle du n^ SOO) apparaissent d'eux- 
moyennant un changement d'inconnues, on pourra 
données comme résolues par rapport àj3nn> qan _ i 
linsi obtenues pour ces quantités étant telles que 
rt à Çnn, f*nn soicnt nuIlcs h l'origine, 
m pourra se donner les valeurs des trois inconnues 
elles des deux premières inconnues pour .r„ _ | = 0. 
3 ainsi posé s'étudiera par des procédés tout sem- 
Î3. 

!e résultat est indépendant de l'hypothèse faite au 
ristiques voisines de celles que l'on considère (*). 
bien entendu, des conditions d'inégalité analogues 
is qui n'auront plus la même signification géomé- 
ques pouvant n'être plus déGnies. 



CAS DES ÉQUATIONS LINÉAIRES 



ystèmes d'équations appartenant à la catégorie que 
rer, il y a lieu d'envisager en particulier le cas des 
>t à elles qu'on est ramené toutes les fois qu'au lieu 



mltanée des mineurs de H peut même n'avoir lieu qu'en 
origine des coordonnées. 
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d'étudier les mouvements les plus généraux des corps, ou se borne aux 
mouvements inGniment petits. 

C'est, par exemple ainsi qu'on est amené à la plus simple (après Téquation 
de Laplace) et la plus importante de ces équations, savoir : 

où a est un nombre donné lequel représentera, en vertu des formules éta- 
blies dans ce qui précède la vitesse de propagation d'une onde dans un 

mouvement régi par cette équation. C'est à celle-ci (avec a' =( -^ j l 

que se réduit l'équation (23') du n® 200 (équation du mouvement d'un gaz 
lorsque ce mouvement dépend d*un potentiel des vitesses), si l'on suppose 
le mouvement infiniment peu différent du repos, c'est-à-dire les dérivées 
de 4» infiniment petites, de manière qu'on puisse négliger les termes du 
second ordre en ces quantités. 

320. — D'une manière générale, on aperçoit immédiatement une sim- 
plification notable apportée dans la détermination des caractéristiques par 
l'hypothèse que l'équation est linéaire. 

Les coefficients atk sont alors, en effet, des fonctions des seules variables 
indépendantes x^j œ^, ... Xn et ne contiennent plus, contrairement à ce qui 
arrive dans le cas général, ni la fonction inconnue, ni ses dérivées premières. 
11 en résulte (n^ 283) que les caractéristiques peuvent être définies, abstrac- 
tion faite de toute solution déterminée de l'équation. En particulier, à 
chaque point (a?!, x^, ... /r„) correspond un conoTde caractéristique parfaite- 
ment déterminé dès que l'on a écrit l'équation. 

11 est clair que, chaque fois qu'on résoudra relativement à celle-ci un 
des problèmes aux limites qui se posent en mécanique, la formule de réso- 
lution devra faire intervenir le conoîde caracléristique lorsque celui-ci sera 
réel. Nous avons vu, en effet, (n® 300) qu'il suffit de s'être donné les élé- 
ments qui déterminent cette solution à l'intérieur du conoîde caractéristique 
ayant pour sommet un point déterminé {fig, 20) pour la connaître en 0, 

330, •* Lorsque le milieu considéré est illimité et qu'on donne dans 
tout l'espace, les positions et les vitesses des molécules à un instant déter- 
miné /q, la détermination du mouvement ultérieur conduit au problème de 
Cauchy dont nous nous sommes occupés dans ce qui précède. La résolution 
de ce problème a pu être effectuée dans un assez grand nombre de cas. 
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nlion n'est pas d'exposer en détail ces solutions (^) : nous nous 
>ns d'indiquer le principe commun sur lequel elles reposent, et 
lutre que la généralisation de la méthode de Riemann, telle que 
^ns rappelée au n* ITl . 

ut d'abord aisé d'écrire dans le cas général, la formule qui corres- 
relalion (35) du n° ITI pour Téquation à deux variables à 
tiques réelles (ouà la formule analogue de la théorie du potentiel). 

^(-) = 2 ^'*^'^' "^ ^ ^•^' -h /^ = 

lion linéaire donnée, les aut, les a^ et / étant les fonctions données 
..., Xny une série d'intégrations par parties évidentes permettra 



-r / \ ^x \ ^^1 _J_ ^M, l»Mn 



k k 



iM UZy 



ion Ç(w) =0 sera encore dite V adjointe de la proposée, 
'ailleurs clair que le résultat précédent n'est nullement particulier 
ne équation du second ordre et qu'on peut l'obtenir quelque soit 
l'équation proposée. 

id d'ailleurs tout aussi aisément à un système d'un nonibre quel- 
d'équations à un nombre égal d'inconnues, en introduisant, dans 
t adjoint, p nouvelles fonctions u^, Wj, ... Up par lesquelles on 



surtout Poisson, Mémoire sur Viniégration de quelques équations aux 
partielles et particulièrement de V équation générale du mouvement des 
niques (lu à TAc. des Se. le 19 juillet 1819); Kibchhoff, mécanique, 23^ 
14 ; Zur Théorie der Lichtstrahlen, Sitzungsbericht© der K. Ak. der 
2, p. 641 et suiv. (trad. par Duhbm, Ann. Ec. Norm. supérieure, 1886) et 
)LTERRA, AU. Lincei, 1892 et Acta Math ; Tkdone, AU. Linceî, 1896 ; 
\nn. Ec. Norm.. 3^ série, t. XII et journ. de Malhém. 1898-1900 ; d'ADHÊ- 
5oc. Math. Fr. 1901 et C. R. Ac. Se. 1902; Goulon, Soc. Se. Phys. et Nat. de 
passim et thèse sur l'intégration des équations aux dérivées partielles 
hode des caractéristiques , Paris, Hermann (1902). 
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multipliera respectivement les premiers membres des équationa données^. 
Nous nous bornerons toutefois au cas d'une seule équation du second 
ordre. Nous nous placerons même souvent pour la commodité du langage, 
dans le cas d'une équation à trois variables indépendantes, mais les raison- 
nements seront sauf indication contraire applicables, quel que soit le 
nombre de ces variables. 

331 • — Pour résoudre le problème de Cauchy relatif à notre équation, 
rinconnue et ses dérivées étant données sur une certaine multiplicité, nous 
devrons supposer, conformément à ce qui précède, que cette multiplicité 
n'est pas tangente à une caractéristique. 

En général (*), lorsque le problème de Cauchy se pose en physique 
mathématique, une condition plus précise est vérifiée, celle même que nous 
avons déjà rencontrée au n"" 305. Nous plaçant toujours dans* le Cas de 
trois variables le plan tangent à la multiplicité en question est esctéf^ieuiç 
au cône caractéristique : un plan parallèle à celui-là coupe toujours 4?« eèpç 
suivant une courbe fermée. f r 

Un fait tout analogue a lieu pour les équations à plus de trois variables 
indépendantes. Par exemple dans la plus importante de celles-ci l'équa- 
tion à quatre variables (62), la forme quadratique qui, égalée à 0, fournit 
l'équation du cône caractéristique est une somme de carrés, tous de même 
signe, à l'exception d'un seul, lequel porte sur le paramètre ir^ correspon- 
dant à la variable t. Or, le problème de Cauchy se pose précisément alors 
relativement à la multiplicité ^ = : celle-ci est coupée par le cône carac- 
téristique ou, plus généralement, par le conoïde caractéristique, ayant 
pour sommet un point extérieur quelconque suivant une multiplicité 
fermée (savoir, en l'espèce, suivant une sphère). 

Les données relatives aux points intérieurs à cette multiplicité fermée 
sont, nous le savons, les seules qui interviennent dans la détermination de 
la valeur de l'intégrale au sommet du conoïde. 

332. — Considérons donc (dans le cas de trois variables) une surface S 
située comme nous venons de l'expliquer par rapport aux conoïdes carac- 
téristiques et le long de laquelle nous nous donnerons les valeurs de Tin- 
connue et de ses dérivées premières. 

Soit Si une autre surface délimitant avec la première une portion tî de 



(1) Comparer plus loin, n» 340. 
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, la foDctîon u, solution de Téquation adjointe, est 
f en multipliant par Télément de volume et inlé- 
•rès le théorème de Green (*) 

Mj dx^ dx^ 4- Mj dx^ otej -h Mgctoj dx^ 

D-fc-xT) "^ ^' w;X) "^ ^^ D-a.7x.)J "^^ ^'- 

étendue successivement à S et à S, et où X,, \ 
8 curvilignes prises sur ces surfaces) ; ou, si Ton 



)dxidx^dx^= I j I ^Mi cos (N, a?,) 1 



rfS 



ment l^élément superGciel de S et celui de S, et 
lante dirigée extérieurement à ^. Rien d essentiel 
précède si le nombre n des variables Indépendantes 
seule difficulté qui se présentera sera Tintroduc- 
dimensions. Au lieu des surfaces S et Si on aura à 
ités n — 1 fois étendues ou hypersurfaces : la 



Y{z) dx^ dx^ dxn 






eAj ... d'kn^i 

st une intégrale n"^'* et le second une intégrale 
inalyse, 2® édition» t. I, l»"» partie : chap. iv n» 15 et 16 
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n — i^pi^). Dans celte formule les quantités iti «ont, au signe près, les 
déterminants fonctionnels de n ^ 1 quelconques des Xi par rapport aux 
n — 1 coordonnés curvilignes X,, \, ... X„_j choisies sur la multiplicité S 
(ou Si) : autrement dit, si par chaque point de celle-ci on mène une ligne 
dont s désigne l'arc, les quantités ir^ sont définies par la condition que !*on 
ait, quelle que soit celte ligne 



(69) 



507. 

^4 ' 



5£j 

Ô5 



"^ ^^ "" D(Xj, Aj, ... In^i.s) ' 



Ces quantités peuvent être considérées comme celles que nous avons dési- 
gnées sous ce nom au n* !28T. Elles sont proportionnelles aux cosinus 
directeurs de la normale à dS, ou aux dérivées partielles du premier 
membre U(œ^t ,., x^^ Wn) de Téquation de la multiplicité. 

Si la normale N est dirigée intérieurement au domaine ^, ou si la fonc- 
tion n est positive à l'extérieur de ce domaine et négative à l'intérieur, le 
signe à prendre dans l'équation (67) ou dans l'équation (69) esl tel que les 
'ïti soient égaux aux cosinus directeurs ou aux dérivées partielles dont il 
vient d*ètre question, à un même facteur ^ostït*/ près. 

Nous désignerons encore par A l'expression 

(18) Az^^aiktti-^k 

de sorte que les caractéristiques sont définies par l'équation A = 0. On aura 

(70) ^ - - * *^ 

et, par conséquent, 



2 1 ÔA 



(71) 



(72) 



[ i L *A ' \ i / J *A 

1 v^ 5^ ôA i v^ OU ôA . • 

2 ^ 6071 ôTci 2 ^ bXi dlTt 



=2-"-2"l 



Introduisons maintenant, avec M. d'Adhémar (*), la direction qui a ses 



(») C. R, Ao. Se, 11 février 1901. 
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acteurs proportionnels aux quantités —, el qui sera dile la 
i dS : autrement dit, la direction définie par les proportions 
dx^ dx^ dxn j^ , 

ra - FàK ra — h "^'^ 

2 ÔTT, 2 ÔTtj 2 àr.n 

aramëtre et h une quantité arbitraire dont nous pourrons, par 

sposerde manière que le plus grand des rapports -^ » -^» •••» !" 

djc dx TM 

onséquent le plus grand des rapports -r-^ ... -f — ait sa 

lue comprise entre deux limites positives, finies et diiïérentes 

p exemple, en prenant pour -t-^, ..., -t-" les cosinus directeurs 

ion précédente). 

a définition même, la conormale est (') le diamètre conjugué du 
int à d^ par rapport au cône caractéristique (représenté par 
tangentielle A = 0). 

tangente à l'élément 6?S lorsque celui-ci est caractéristique et 
seulement (comme on le voit en multipliant les termes des 
73) respectivement par iCj, ^r^, ... ir» et ajoutant) : elle n'est 
que la direction bicaractéristique tangente à cet élément, 
mt la dénomination précédente et la formule (71), l'équation 
t 






- Si nous voulons déterminer la fonction u et la multiplicité Sj 
3 que les valeurs de m et de ses dérivées sur Si s'éliminent du 



ins en supposant que la forme quadratique A a son discriminant diffé- 
) dans le domaine considéré et, en tout cas, sur toute caractéristique 

oulon, thèse, p. 35. 
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résultat, il faudra tout d'abord, si u et ses dérivées ne sont pas nulles sur 
cette même multiplicité (*), que celle-ci soit caractéristique. Sans cela, en 
effet, la formule précédente contiendrait, d'une part les valeurs de Zy et 
d'autre part celles de sa dérivée conormale, lesquelles seraient entièrement 
indépendantes les unes des autres, puisque la conormale serait extérieure 
à la surface. 

Supposons donc que S^ soit caractéristique, et, prenant d'abord le cas 
de n = 3, rapportons Si à des coordonnées curvilignes dont Tune X soit 
constante sur les bicaractéristiques, tandis que l'autre sdéGnira la position 

d'un point variable sur chacune de ces courbes, les dérivées ^' étant toutes 

finies et non toutes infiniment petites, d'après la convention faite sur h 
au n° précédent. Alors dans le second membre de (74), la portion relative 
à S,, savoir. 

(75) JJ [h (« g - ^ ^£) + L«.] d^ds 



pourra se transformer par intégration par parties en une intégrale simple 

(76) / huzdk 

prise le long du contour r de Sj, jointe à la suivante 



(") -//-[2*'r-'(f-^)] 



dkds. 



(<) D'autre part, u (s'il n'est pas identiquement nul) ne peut 8*annuler en même 
temps que ses dérivées premières sur S|, sans que celle-ci soit caractéristique. La 
solution du problème de Caucby est, en effet, unique pour une multiplicité non 
caractéristique : c'est ce que nous avons établi précédemment en supposant .l'inconnue 
analytique et holomorphe. Pour u continu et dérivable jusqu'à un certain ordre, 
mais non analytique, le même fait résulterait de Textension (au cas de n variables 
indépendantes) d'une démonstration de M. Holmgren (Voir la note I à la fin de 
l'ouvrage). 

Resterait enfin le cas où S| serait pour u une multiplicité singulière. Mais ainsi 
que nous le verrons plus loin (n® S4t), ce cas ne peut pas non plus se présenter 
(du moins pour les types usuels de singularité) si Sj n'est pas caractéristique. 

Hadamako 21 
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îsirons la fonction u de manière à ce qu'elle vériGe^ sur chaque 
ique, Téqualion différentielle 



^'5-«(§-'-) = ». 



ermine u par une quadrature sauf un facteur constant qu'on 

arbitrairement pour chaque valeur de X. 

subsiste évidemment pour n quelconque. Il y aura seulement 

lonnées X (la coordonnée s restant unique) et le contour T de S, 

une courbe, mais une multiplicité n — 2 fois étendue. L'in- 
ive à S, se réduira à une intégrale n — 2^p^^ 



fff 



huzd'k^ c?Xj ... c/X„_ 



t rejointe à une intégrale analogue à (77), laquelle disparaîtra 
que nous déterminerons u par Téquation différentielle (78). 

Nous avons laissé jusqu'ici la caractéristique Sj quelconque, 
naintenant qu'on ait pris pour Sj le conoïde caractéristique C 
sommet un point déterminé 0. 

is, il résulte de Téquation (78) que w devra être înBni en 0. 
^posons, pour fixer les idées, que le paramètre s soit choisi, 
bicaractérislique, de manière à s'annuler en ce point. Alors, 
?n devant être égaux aux coordonnées de pour s = 0, quels 
;s paramètres X,, X^, ..., X„_j, leurs dérivées par rapport à ces 
sont nulles avec 5, par conséquent, de Tordrede s, Lesdétermi- 
onnels tt^ de n — i quelconques des coordonnées x par rapport 
paramètres X et à s sont donc de l'ordre de «"-^ et il en est de 
ainsi que de h si (comme nous en avons convenu plus haut) 
is celte quantité de Tordre du plus grand des ttj. 
pie, pour n = 3, il est clair que, les points d'un cône étant 
par leur distance au sommet et un paramètre qui définit la gé- 
îlément superficiel du cône contiendra en facteur la première 
[quantités. 

Tordre du plus grand des 'ït,, le rapport j- est fini en 0. La 
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qoadralure à laquelle conduit Téqualion différentielle (78), soit 
e ^ — - p. 



323 



M = 



V/A 



x — 2 




t^ 



;2: 



Fig. 2^ 



99 



donne alors un résultat inGni de Tordre s' 

Dans ces conditions, pour appliquer la formule fondamentale, nous 
retrancherons de notre volume d'intégration la partie qui avoisine immé- 
diatement le point 0. En nous 
plaçant encore dans le cas de 
n = 3, une petite portion du 
conoïde C sera ainsi enle- 
vée, portion limitée par une 
courbe y (fig- 22) : on peut 
pour fixer les idées, admettre 
que Y est Tintersection du 
conoïde G par une sphère S 
de centre et de rayon très 
petit. 

Si aura alors deux fron- 
tières : son intersection r 
avec S|Bt la multiplicité y* 
C'est le long de ces deux frontières que devra être prise l'intégrale 
n — 2«P'« (76) à laquelle se réduit (74) moyennant l'équation différen- 
tielle (78). 

Le long de r cette intégrale, est connue, puisqu'on connaît z et ses dé- 
rivées premières. 

On aurait donc Texpression de z par la généralisation naturelle de la 
méthode de Riemann si, la fonction u étant régulière dans tout le volume 
d'intégration à l'exception du voisinage de Ô,et le rayon de 2 tendant vers 
zéro, l'intégrale (6T) étendue à 2, augmentée de l'intégrale (76') étendue 
à Y, se réduisait à ^Q. 

335* — Mais les choses ne se passent point ainsi. Considérons, par 
exemple, l'équation (62). C'est, dans la catégorie d'équations que nous 
envisageons en ce moment^ la première pour laquelle le problème de 
Cauchy ait été résolu, grâce aux travaux de Poisson et de Kirchhoff. Les 
vanables indépendantes sont alors au nombre de quatre^ dont les trois pre- 
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entent des coordonnées cartésiennes dans l'espace ordinaire, 
jr,, ^2, a^g, tandis que la quatrième continuera à étro 
[)us supposerons que S a pour équation ^ = 0, de sorti* 
mner, pour t = 0, les conditions 

z = f 

S fonctions connues de a?j, o?^, x^. 

mployée pour exprimer, en fonction de ces données, la 

0? = a7<^p a?3 = 0?%, x^ = a?°.j, t = /q, consiste à prendre 

w = - F (r 4- al) 

lion quelconque et r désignant la dislance (comptée dans 
î) du point (a?,, œ^y oc^ au point (j:®,, a?%, x^^ 

satisfait bien à Téquation adjointe, identique ici à la pro- 

Elle vérifie également, quelle que soit la fonction F, la 

elle est en effet, sur le cône caractéristique, proportion- 

)récisément une telle proportionnalité qu'indique l'équation 

)• 

Ite fonction n'est pas uniquement singulière (comme le 
ie précédente) en un seul point de l'espace à quatredimen- 
n effet, infinie pour a?, = a?°i, x^ = 0?%, x^ = a.%, quel 
pas uniquement pour la valeur t^ donnée qui correspond 
cône caractéristique. Nous devrons donc retrancher de 
itégration, non pas exclusivement le voisinage immédiat 
ne, mais, par exemple, l'ensemble t des points (x,,^^», v^, t) 
égalité 

- x\y -h {x, - x\Y + (.^3 - x\Y < e\ 

à la convention du n" lOC*'*, cette région est représentée 
par l'intérieur d'un cylindre a (auquel elle se réduirait si 
isidérer que les coordonnées j:,, x^ et tj la variable x^ 

le la région t interceptera, sur notre cône, la multiplicité ^ 
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(qui ne sera autre que la surface d'une sphère de rayon e, avec 1 = 1^ ] 

et sur S une multiplicité 7' (sphère de rayon eavec t = 0), 
Le polynôme (f{z) ayant ici Texpression 



et le conoïde caractéristique étant 



(^i~<r-+(-^'. 



^\)' + (^3 



.a:\]'-a^t^ l,f rr^O 



les bicaractéristiques correspondantes ne sont autres que les génératrices. 

vO 




Fig. 23 

Nous obtiendrons donc sur C, le système de coordonnées curvilignes 
exigé par les raisonnements précédents en employant (dans Tespace ordi- 
naire) les coordonnées polaires d'origine 0, cVsl-à-dire en posant 

Xj = a7**j -f-r sin XjCOsXj, X2 = x% 4-r sin X, sinXj, X3 = a?% -f- r cosX,. 
(0 < Xj < -n, < Xj < 2r). 

Nous pourrons alors prendre s = r, et Ton trouvera aisément 

, r^ sin X, 

a 

Dans ces conditions, u étant donné par la formule (79), l'intégrale 
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expression dont le premier terme — irJç, F^at^) ç(a/o) vient précisément 
détruire l'intégrale (80) relative à r. 

Si maintenant e tend vers zéro, le second terme de Texpression précé- 
dente devient aussi infiniment pelil et il en est de même de l'intégrale (80) 
relative à y, puisque r-u tend vers zéro avec r. 

Considérons enfin l'intégrale relative à d. Cette intégrale est 



///(■ 



— M •— ) £^ ff Q dt 



V\ àr ^r I 



où l'intégration double est étendue à la surface d'une sphère de rayon z 
(£-G?ll étant l'élément d'aire de cette sphère) ; elle n*aura pas pour limite 

une quantité proportionnelle à z^^ mais bien ( — ayant pour partie prin- 
cipale ^ F(«0) l'intégrale simple 



lôr 



I / zY[ai^ 



•^htT, \ zF{ai)dt 



prise de à /(,» pour ^t = •^*^i> ^2 = ^V ^3 ^^ ^^3- 
Il vient donc finalement 

Mais ici le résultat se simplifie notablement grâce à ce fait que la fonc- 
tion F, qui intervient dans les formules qui précèdent, est arbitraire. £11 
effet, en changeant r en at dans la première intégrale, on peut écrire 



dt = 0. 



Or, ainsi qii*il résulte d'un raisonnement classique du calcul des varia- 
tions, une égalité de la forme (81) ne peut pas avoir lieu quelle que soit 
la fonction F, si l'on n'a pas pour toute valeur de t 

t [o^ (at) -h ao^at)] H- ^ (at) — ^ = 0. 
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particulier, ceci a lieu pour t = f^, et Ton a 

voit qu*ici la valeur de ^^ est exprimée, non pas en fonction de touies 

que prennent ^et -— sur S dans tout Tintérieur du conoïde caracté- 

je, mais seulement des valeurs prises par ces quantités sur ce conoïde ; 
circonstance est due à la forme particulière de l'équation (62) et ne 
sente pas pour une équation du second ordre prise au hasard (*). 

B. -^ On remarquera que, de la forme même de la solution qui vient 

obtenue, il résulte que la méthode ne pouvait pas réussir sous la 

primitive indiquée au n^ 334. Elle aurait, en effet, conduit à 

ner la solution sous forme d*une intégrale analogue au second membre 

4), c'est-à-dire portant sur les valeurs de ^ et de -- dans toute la 

ov 

So de S intérieure au conoïde caractéristique. 

pourrait bien, il est vrai, transformer l'intégrale (82) en une autre 

lit prise dans toute la région S^^, mais il faudrait pour cela que Télé- 

d'intégration contienne les dérivées de 2- et de -— par rapport aux 

)nnées prises sur S (autrement dit, par rapport à a7j, a?„ x^). 

un mot, le second membre de la formule (82) est irréductible à celui 

*)• 

e peut donc exister de solution de Téquation (62) vériGant les diverses 
lions que nous avions postulées au n** 334. 

7, — Ces divers résultats ont été généralisés à des catégories assez 
les d'équations dans les travaux cités plus haut. Nous nous contente- 
l'indiquer le cas le plus simple, celui de l'équation 

est autre que l'analogue de (62) pour le cas de deux dimensions et 



.a supposition qu'on ait pris pour S la multiplicité e = n'a évidemment rien 
itiel et les considérations précédentes subsisteraient, avec des résultats un peu 
simples, pour S quelconque. 
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pour laquelle le problème de Cauchy (la multiplicité S vérifiant toujours 
les conditions imposées au n** 331) a été résolu par M. VoUerra. La fonc- 
tion u^ choisie par ce dernier, est alors celle qui se déduit de la quantité 

(84) log ("J -^ ^-'^'-<- 



en changeant or,, œ^^ t en x^ — oî^i, x^ — ^^j, t — t^. 

Elle admety on le voit, le conoïde caractéristique comme surface singu- 
lière. Mais il est aisé devoir que cette singularité ne compromet pas Tappli- 
cation de notre formule fondamentale : la seule partie que Ton doive 
retrancher du volume d'inlégration est encore celle qui est comprise à 
rintérieur d'un petit cylindre ayant pour axe la droite 

La formule (74) fera alors connaître l'intégrale simple 



/ 



zdt 



prise suivant cette droite, de t =: k t = t^, 

H ne restera plus qu'à prendre la dérivée de cette quantité par rapport 
à Iq pour obtenir la valeur de z^. 

La solution obtenue ne peut plus, comme celle de l'équation (62), se 
mettre sous la forme d'une intégrale étendue à la partie de S située sur la 
surface du cône caractéristique : les valeurs des données dans tout Vinté- 
rieur de ce cône y figurent nécessairement. 

Par contre, on peut faire sur cette solution des remarques toutes sem- 
blables du n® précédent et en déduire que la méthode ne pourrait pas 
réussir sous la forme indiquée au n° 334. 

338. — Qu'il s'agisse, d'ailleurs, du problème dont nous venons de 
parler ou de celui qui est relatif à l'équation (62), les considérations pré- 
sentées jusqu'ici subsistent dans le cas limite où S est caractéristique : par 
exemple, on pourrait prendre pour S un conoïde caractéristique, en se 
contentant toutefois de déterminer z à V intérieur de ce conoïde. 

Dans ce cas, comme la conormale à S serait tangente à S, la connais- 
sance des valeurs de z sur la multiplicité en question suffirait, puisqu'elle 
entrainerait celle de la dérivée conormale. 
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Pour de telles formes de S, le problème de Cauchy cesse d'être possible 
en général. C'est ainsi que^ dans les solutions données par Kirchhoiï et 
M. Volterra, apparaissent une infinité de conditions de possibilité. En réalité, 
dans les problèmes qu'ils ont traités, on peut, comme on s'assure aisément, 
se donner les données de Cauchy — c'esl-à-dîre 2 et ses dérivées premières — 
sur une partie seulement de S, z seul étant (comme aux n*> 180-181 du 
eh. iv) donné sur l*autre partie. Les formes correspondantes de S sont 
d'ailleurs telles que la démonstration de Gauchy-Kowalewski (relatif à 
l'existence de la solution pour des données analytiques n'est plus applicable. 

Mais, même dans le cas où cette démonstration est possible — par exemple 
lorsque, relativement à Téquation (62), on prend pour S la multiplicité 
j:, = — on constate que la possibilité du problème cesse en général, avec 
Tanalyticité des données si la condition du n» 331 n'a pas lieu. 

341. — Nous bornerons là les indications sur la résolution du problème 
de Cauchy et nous allons étudier une autre question présentant un rapport 
étroit avec celles qui ont fait Tobjet des chapitres précédents. 

Nous avons constaté que les ondes par lesquelles se propagent les dis- 
continuités dans les milieux en mouvement ne sont autres que les carac- 
téristiques des équations différentielles qui déterminent ces mouvements. 
Nous nous sommes placés, à cet effet, dans l'hypothèse formulée au n^ 71 
et d après laquelle les quantités considérées et leurs diverses dérivées 
devaient toutes tendre vers des limites parfaitement déterminées de chaque 
côté de la discontinuité. 

Il y a lieu de se demander si des conclusions analogues subsistent dans 
rbypothèse contraire, c'est-à-dire en admettant qu'il y a non seulement 
discontinuité entre deux mouvements compatibles, mais singularité de l'un 
de ces mouvements considéré en lui-même, quelques unes des inconnues 
ou de leurs dérivés devenant inQnies. C'est ce qui arrive, par exemple, 
pour la solution (84) de l'équation (83). 

Les résultats auxquels nous parviendrons seront d'ailleurs importants en 
ce qu'ils nous permettront de relier la théorie des ondes telle que nous 
l'avons exposée dans les chapitres précédents, à celle que l'on rencontre 
dans diverses branches importantes de la Physique, particulièrement en 
Acoustique et en Optique. 

On sait qu'alors, au lieu Je considérer, comme nous l'avons fait, la pro- 
pagation proprement dite du mouvement, c'est-à-dire la manière dont il 
commence successivement aux différents points de l'espace, on suppose ce 
mouvement déjà commencé et arrivé à une sorte d'état permanent. Dans 
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lions, la définition de la surface d'onde, telle que nous l'avons 
; dans ce qui précède, n'est plus applicable. &fais^ d autre part, le 
;nt étudié n'est pas quelconque : c'est une oscillation périodique 
ace d'onde est alors le lieu des points de l'espace où la phase d'os- 
Bst la même. Comme précédemment, bien entendu, l'ensemble des 
nde correspondant à une même phase, lorsqu'on fait varier le 
irme, dans l'espace E^, une multiplicité triplement étendue qui 
e la marche de l'onde et permet d'en définir la vitesse de propa- 

errons un peu plus loin pourquoi on est ainsi conduit aux mêmes 
B dans la théorie d'ilugoniol, — à savoir aux caractéristiques — 
errons également s'introduire, comme possédant la propriété fon- 
e des rayons tels qu'on les considère en Physique, les bicaraclé- 
définies dans le présent chapitre. 

— Admettons donc, avec M. Delassus, (*) qu'une équalion linéaire 
1 ordre donnée 

t'i k i 

me solution de la forme 

- = ZF(n) • 

ont des fonctions régulières, — j'entends par là des fonctions 
ntinues et dérivables — mais où la fonclion F admet une singu- 
ir 11 = 0. Substituant cette quantité, il vient aisément 

,ZF''(n) 4- ( y -^ ^A ^ MZ ) F' fil) -^ £?(Z). F(n) = 

\* / 

nt les dérivées des partielles de n et A étant toujours dé fi m par 
n (18) du n^ 5^87, pendant que F', F'' sont les dérivées première 
le de la fonction F, et que l'on a 



aies tScient. de VKc. Norm. Sup.^ 3^ série, t. XUl, p. 357 et suiv., ISVHj. 
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Nous n*alloDs point laisser la fonction F tout à fait quelconque : nous 
supposerons celte fonction telle que F' soit infiniment grand par rapport à 
F, et F'' par rapport à F\ pour II voisin de 0. Cette condition est remplie 
par toutes les formes usuelles de fonctions d*une variable singulières à 
Torigine telles que 

F (n) = HP {p non entier positif), 
F(II) = logII, 
F(n) = n/' logn. 

Dans ces conditions, il est clair que le coefficient de F'(n), dans l'équa- 
tion (86) doit s'annuler avec n. On a donc (pour 0=0) 

(87) A = 

et la multiplicité singulière 11 = doit être une caractéristique (*). 

11 en serait encore de même si l'intégrale cherchée ne se composait pas 
exclusivement de l'expression (85), mais comprenait en outre un terme 
régulier quelconque. 

343* — Inversement, étant donnée une multiplicité caractéristique 
Il = 0, — telle, par conséquent, que le premier membre de l'équation 
s'annule avec II et que l'on ait 

A = n.i 

(où X est une nouvelle quantité régulière), — proposons nous de trouver 
à l'équation donnée une solution de la forme 

(88) ;r = ZF(ll) 4- z,, 

Zi étant une fonction régulière. 
Nous prendrons pour fixer les idées 



F(n) = logll. 



n 1 F'(") ^ 

On aura alors ^7.^ == "~" n * 



(') Cette conclusion ne serait pas en défaut si Z était nul avec II. Dans ce cas, en 
effet, il conviendrait de recommencer le raisonnement en remplaçant Z par 



Z, = ^j et F (II) par nF(II). 
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dt, en écrivant que les termes de l'ordre de F' disparaissent, 
[ = 0) la condition 



n peut être considérée comme une équalion aux dérivées 
-e du premier ordre à laquelle doit satisfaire la fonction Z, 
le les caractéristiques de cette équation seront situées sur 
ingulière et ne sei'ont autres que les hicaractéris tiques 
p. 

conséquent, que la condition (89) est relative à la distribu- 
de Z lui-môme (et non de ses dérivées) sur Thypersurface 
)ose, comme précédemment, 



dx^ dœ^ drn 



lh\\ /ôA\ ••" /ôA\ 
f(X — M) ds 



= dSy 



Z = Z,e 

eur indépendant de s^ qu'on peut encore choisir arbitrai- 
lint de chaque bicaractéristique. 

hoisi (et supposé d'ailleurs régulier), le premier membre 
)9)s*annuleraavec n : il sera, par conséquent, de la forme 

lion régulière. 

mes logarithmiques, la condition nécessaire et suffisante 

)n est évidemment que Z soit lui-même une solution de 

sée. 

>i, il restera, pour déterminer Zi^ Téquation 

nous Tavons dit, une fonction régulière, les théorèmes 
pprennenl (*) que celte équation admet une solution éga- 



ISf. 

s le cas où tous les calculs sont analytiques. 
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Pour résumer, nous voyons qu'il faudra : 

1® Choisir pour la mulliplicité n = une caractéristique, conformément 
au théorème de M. Delassus; 

2*^ Calculer, sur cette multiplicité, la distribution des valeurs de Z par 
Téqualion (89) ou, ce qui revient au même, par la formule (90). 

3° Trouver une solution de l'équation proposée, prenant pour D = les 
valeurs ainsi calculées. 

4** Déterminer une fonction régulière z^ par l'équation (91). 

Nous savons d'ailleurs, par ce qui précède, que si les calculs sont analy* 
tiques, l'opération 3^ est possible d'une inOnité de façons. 

344* — Lorsque le nombre des variables indépendantes est de deux, 
les solutions logarithmiques ainsi obtenues jouent un rôle fondamental 
dans l'étude de l'équation, et cela tout particulièrement dans le cas où les 
caractéristiques sont imaginaires. 

On peut alors (*), par un changement de variables réel, mettre l'équa* 
tion sous la forme 



'M 



(92) 



^{z) = A^ -+- a f -H ô ^ 4- c-r : 







A désignant le symbole de Laplace à deux variables ^ "^ rr 5 ^» i» ^» ^^^ 

fonctions données de x et de y. Les caractéristiques sont, dans ces condi- 
tions, X — iy = const. ; x -h iy = consl. 

Cherchons une solution uniforme qui devienne logarithmiquement inGnie 
au voisinage d'un point donné (a?o, y^). 

Si nous supposons a, b, c analytiques, rien ne nous empêchera d'apj U- 
quer les raisonnements qui précèdent aux multiplicités 

a? — a?o — t (y — y,) = 0, a? — Xo -h i (y — yo) = C ; 

et, ce seront les logarithmes de a? — œ^ — t(y — y^), d'une part, de 
a? — a?o -+- t{y — y^) de l'autre, qui interviendront dans la solution cher- 
chée : celle-ci aura donc la forme : 

Z log [x — Xq — i{y — yo)] -t- Z' log [oî — â7o 4- i(y — y^)] -+- z^. 



(») Picard, Traité d'Analyse, 
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Maïs on a 

log [œ — ^0 — «(y — î/o)] = log r — iw, 
log [a? — x^, H" i(y — iJq)] = log r -h tw, 

en désignant par r la dislance des deux points (ay^, t^o)» (^» v) ®* P*^ " 
Tangle que cette distance fait avec l'axe des x, 11 esl clair que la solution 
ne saurait être uniforme si a> n'en disparaît point, c'est-à-dire si Ton n*a 
pas identiquement 

Z' = Z. 

Nous avons donc finalement à trouver une solution Z de l'équation (92) 
définie par la double condition de prendre des valeurs données, pour 
^ — 0?,, — i(y — yj = et des valeurs données pour a? — a^^j-h i(y--y<j)=0; 
ces valeurs étant d'ailleurs toutes analytiques. C'est, comme nous Favons 
vu, le problème qui a été résolu par M. Coursât et, pour le cas d'un plus 
grand nombre de variables, par Beudon. 

Nous obtenons ainsi une solution de la forme 

(93) 2Zlogr-h^i 

c'est-à-dire une des solutions dont l'existence a été établie par M. Picard 
dans le cas spécial où a et 6 sont nuls(*). Seulement nous avons été obligés 
de nous borner aux équations à coefficients analytiques : non qu'il soit 
rien supposé à cet égard dans les développements du n*^ 343, mais parce 
que nous le$ avons appliqués dans le domaine complexe. La méthode de 
M. Picard, au contraire, fondée sur des approximations successives, ne 
suppose rien sur la nature analytique des coefficients. 

Observons toutefois que même pour a, b, c non analytiques, notre mé- 
thode conduit, dans des cas très généraux, au résultat cherché. Si, en 
effet, a, 6, c admettent des dérivées jusqu'à un certain ordre p autour de 
(^0» yo)f ^* formule de Taylor leur sera applicable autour de ce point, c'est- 
à-dire qu'on pourra les représenter par des polynômes a, p, y en x,y^ à des 
quantités près qui seront d'un ordre supérieur à p en a? — Xq, y — y^- 

Remplaçons alors, pour un instant, a, o>, c par a, p, y* L'équation ainsi 



(•) La méthode précédente a été obtenue d'une manière indépendante, par M. He- 
drick {Uber den analytischen Charactet* der Ldsungen von Differentiàlgleichunçen, 
Goettingen 1901) et par nous môme (voir Noiioe sur les travaux scientifiques de 
M. Jacques Hadamard, février 1901, et aussi Congrès ititernational des Mathéma- 
ticiens) (Paris, 1900.; Gauthier- Villars. 1902). 
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modifiée admettra une solution z' de la forme (93). Le résultat de subsli- 
tulion de z' dans Téquation donnée sera une quantiléconliniie e( dérivable 
jusqu'à Tordre p — 1. II ne restera plus qu'à augmenter s' d'une quantité 
z" définie par Téqualion 

^[z") = — ^{z'), 

équation dont les théorèmes de M. Picard (*) permettent de trouver une 
solution régulière, en en indiquant Tordre de dérivabilité. 

La seule question — que nous n'entreprendrons d'ailleurs pas d'élucider 
— est de savoir si cet ordre est le plus élevé possible, étant données les 
hypothèses faites sur les coefficients. 

Les intégrales de la forme (93) jouent dans l'étude de l'équation (92) le 
même rôle que la fonction log r dans l'étude de l'équation de La place. 
Considérons, en effet, l'adjointe de (92), savoir Téquation 

Ç(u) = Au - ^ [au) - ^ {hu) 4- CM = 0. 
La formule fondamentale donne ici 

s étant la frontière du domaine plan ^ ; s, Tare de S ; N, la normale à S. 

Mais Téquation ^(w) = admet une solution de la forme (93). Suppo- 
sons celle-ci choisie de manière que le coefficient 2 Z soit égal à 1 au point 
{Xqj iJq) (ce qui est possible, car, d'après nos calculs, Z est nécessairement 
différent de en ce point) et choisissons la pour la fonction u. 

En étendant l'intégration, d'une part à une courbe quelconque (*) S qui 
entoure le point (a?o, y^) d'autre part, à un cercle de rayon très petit ayant 



(*) Journal de Mathématiques, 5« série, tome Vf, 1900 ; p. 138 et suivantes. 
(') Ou môme à un systôme de plusieurs courbes, pourvu que Taire ainsi limitée 
comprenne (xo, yo)* 

Hadjuiaiu) 22 
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î point, on trouve, absolument comme dans la théorie du 
'ithmique ordinaire 

j — ;? ^ 4- [a cos (Nix?) -h h cos (N ?/)] zuids = z [a\, y^). 

le est entièrement analogue à celle que nous avons ra|)pelée 
n® I) : comme en cet endroit, nous pouvons évidemment en 
n séquences suivantes : 
on (92) à coefficients analytiques n'admet que des solutions 

olutions d'une équation (92) à coefficients analytiques^ 
\rt et d'autre d'une h g ne L, prennent sur cette ligne les 
'S et qu'il en soit de même de letirs dérivées nonnales, ces 
ns sont le proloîigement analytique l'une de t autre, 
se rappelle que le lerme régulier z^ qui ligure dans la solu- 
t être modifié par l'addition d'une solution régulière quel- 
[juatiou proposée, on sera conduit à déterminer un tel terme 
a fonction t/j, de manière à ce que la solution correspondante 

u=\] Icg r -\- Ui 

adjointe s'annule sur le contour S, ou de nuinière à ce que sa 
lale y soit constante, u jouera alors le rôle d'une véritable 
reen pour la résolution du problème de Dirichlet ou du pro- 
imann relatif à Téquation (92). 

)n peut se demander ce que deviennent les calculs que nous 
ctuer lorsque l'équation a ses caractéristiques réelles, 
alors les variables choisies de manière que ces caractéristiques 
onst., y = const. Alors la quantité 

log [(07 — x^) - i{y — ?/e] 4- log [œ-^x^ -h i{y — ij^)]\ 

împlacée (au facteur 2 près) par le logarithme du produit 

- .Vo)- 

actérisliques étant les parallèles aux axes, Téq nation a (n** 104) 



ts^z ^z , ^z ,^ 

dx c^y dx oy 
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Si elle doit admettre la solution 

z = Z\og [(œ ^x,){y^ y,)] -f- z, 

la fonction Z, elle-inôrae solulion de Téquation, devra, en outre, vérifier 
sur les caractéristiques les relations (89), lesquelles se réduisent en l'espèce : 
sur la caractéristique a? = x^, à 

sur la caractéristique y = y^^ à 

^-h6Z = 0. 

Nous pouvons prendre encore Z = i pour x —. x^, y = y^. Nous voyons 
alors que la fonction Z n*est autre que la fonction de Riemann définie au 
n»17t. 

346* — Lor8qu*on passe au cas de trois variables indépendantes, les 
solutions qu'il est important de considérer ne sont plus celles dont nous 
venons de parler, mais celles qui, aux environs de r = 0, sont infinies 

1 

comme -• 
r 

Ceci conduirait à prendre, pour la fonction F précédemment introduite, 
la forme F = - . Mais il est aisé de voir que si Téq nation donnée et la carac- 
téristique II = sont prises d'une manière quelconque, il n'existera pas, 
en général, d'intégrale de cette espèce. 

Il suffit, pour cela, d'observer que, dans l'expression 

Z 

singulière sur la multiplicité n = 0, les valeurs prises par Zsur cette mul- 
tiplicité déterminent à elles seules la singularité, attendu qu'en ajoutant 
à Z une fonction régulière qui s'annule avec n et qui soit, par conséquent, 
de la forme l\%, on ne modifie l'expression ^ que de la quantité régulières. 

2 
Or, une fois le coefficient de F', — c'est-à-dire de ^, — annulé grâce 

au choix de D, il reste à faire disparaître les termes en -j et en - . Nous au- 
rons ainsi deux conditions aux dérivées partielles, lesquelles porteront 
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B nous venons de le voir, et comme on le vérifie sans 
sur la distribution des valeurs de Z le long de notre 
. En général, ces deux équations aux dérivées partielles 
3lulion commune non identiquement nulle, 
stera des solutions de la forme 

z log n -H 1 

de les déduire de celles qui ont été obtenues prccédem- 
en effet, la caractéristique dont nous partons comme 
famille de caractéristiques, dont Téquation générale 

Il (a-,, x^, ..., CCn, X) = 0. 
sur de X, nous pourrons construire, par la méthode pré- 

Zlog n -h zi. 

pression ainsi obtenue par rapport à X, nous aurons une 
3 Téqualion, laquelle s'écrira 

Z on . bZ , „ bzi 

ra donc bien la forme demandée si Ton n'a pas -o = 0- 

dérivanl par rapport à 0?^ ou à y^ les solutions (93) du 
Ira, pour l'équation (92), des solutions de la forme 

p 

iclions régulières, avec P(aro, ?/o) = 0) lesquelles ont 
lérées par M. Picard (*). 

ultats précédents se généralisent d'eux-mêmes au cas 
re quelconque. 

ubsistent plus si la caractéristique considérée est double 
re satisfait aux conditions 



, 1891. 
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Supposons, en effet, qu'il en soit ainsi, et aussi (ce que l'on peut évidemment 
faire sans diminuer la généralité) que toutes les multiplicités n = const. 
soient caractéristiques, de sorte que la quantité désignée plus haut par .h 
sera identiquement nulle. Alors, une fois le terme en P annulé, le terme en 
F ne pourra disparaître que pour Z = 0, à moins que Ton n'ait pour II = 0, 

M = 0. 

Si, par exemple, on a pris U comme variable ar», on devra avoir, dans 
réquation ^63) 

an = 0. 

Par contre, si cette condition est vérifiée il est, en général, possible de 
former des intégrales présentante singularité indiquée. Ainsi, pour Téquation 
(à deux variables indépendantes) 

^ ày 

qui satisfait à la condition précédente, on démontrerait aisément, par ce pro- 
cédé, Texistence de solutions de la forme • 

z = r* log r. Z H- ;?! 

lesquelles joueraient, pour cette équation, le même rôle que les solutions (93) 
. pour l'équation (92). 

348. — On étend aisément les considérations précédentes aux systèmes 
d'équations. Soit, par exemple, le système linéaire 

^ dikPik 4- 2 ^i* î'iA -H ^ Cùt riA -H ^ diiPi -t- V '>i5'i -*- 2 ^*^'* 
+ ^5 4- Att) 4- ZC = 0, 

4-^?4-/l^4-rÇ = 0, 
2 ^'^PiA -+-21 ^'^'^^ "^2 CiifcriA-H^a'i Pi -^S^ Vi qt -i-^ c'i ri 

où, comme aux n* 291, 5, tj, Ç sont les inconnues; lesp, les q et les r, 
leurs dérivées premières et secondes. 
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Cherchons une solution, singulière sur la multiplicité II == dans laquelle 
les parties principales des inconnues soient respectivement 

î = SF (II), Ti = HF (II). Ç =: ZF (II). 

La fonction F étant toujours supposée vérifier les mêmes hypothèses 
qu'au n* 342, les termes en F' devront disparaître et l'on aura, pour n = 0, 

r SA -h HB -i- ZC = 0, 

(95) j SA' -i- HB' H- ZC =- 0, 

( SA' H- HB' 4- ZC' = 0, 

où A est l'expression V a^;^ tt, tt^ et B, C,... les expressions analogues 

formées comme au n^ 20 1. 

Le déterminant de ces équations devra, par conséquent, être nul (') de 
sorte que la multiplicité singulière devra être eficore une caractéristique. 

Si nous nous plaçons dans Thypothèse du n** 292 où les mineurs du 
déterminant en question ne sont pas tous nuls et que nous désignions, 
comme précédemment, ces mineurs par lesnolalionsa, p, y-, les équations 

(95) donneront (pour II r= 0) 

(96) :s = ûtp, H = pp, Z-^-Y? 

p étant une indéterminée : moyennant quoi les premiers membres de ces 
équations seront nuls avec II et, par conséquent de la forme 

Knp, K'np, K'Dp 

K, K', K" étant dos fonctions régulières connues. 

F'' i 

Soit encore F (H) = log II, de manière que l'on ait p^r =: — ^. La dis- 
parition des termes singuliers en F' dans l'équation que Ton obtient en 
multipliant les premières respectivement par a, a', a" (afin d'éliminer F") 
fournit une équalion entièrement analogue à Téquation précédemment 
écrilo(33)au remplacement près des quantitésp„n, qnm ^'«n I^rS, H, Z. Dès 
lors, si nous substituons à ces dernières quantités leurs valeurs (96), il est 
clair que nous aurons une équation en p semblable à Téqualion obtenue 
au II** 293 el à laquelle on pourra appliquer toutes les conclusions pré- 
cédemment établies relativement à cette dernière. Ainsi, cette équation 
définira à la distribution des valeurs de p sur la multiplicité singulière et 
aura pour caracléristiques les bicaraclérisliquesdu système (94). 
On déterminera ainsi les valeurs de S, H, Z sur n ■= 0. 

(') Il n'y a pas à se préoccuper du cas où S, H, Z seraient nuls avec II, pour la 
même raison qu'au n^' S4t. (Voir la note de la page 333). 
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«MO. — Pour voir si Ton pourra obtenir dans ces conditions une solution 
du problème, nous supposerons eiïectuée la transformation que nous avons 
indiquée aux n*" 82!2-823. Autrement dit, notre caractéristique ne sera 
autre que Xn == ; de plus, l'une de nos trois équations ne contiendra plus 
les dérivées secondes par rapport à Xn ; les deux autres contiendront ces 
dérivées, Tune dans le seul terme p«n, Taulre dans le seul terme Çnn (*). 

Si nous groupons nos différents termes d'après leurs ordres de difîéren- 
ciation par rapport à 07» seul, nous pourrons écrire ces équations sous la 
forme 

^S ^ ^' (â) -^ ^' (S) -^^' iéù -- ^'(^) ^ ^'(^) ^ ^' (^) = «' 

où <?j, 't'i» Xi^ ? 1» Vi» x'i» t'i» 'Kl* /.*i désignent des polynômes différentiels 
linéaires du premier ordre, portant chacun une fonction, dans lesquels 
n'interviennent que des différenciations par rapport aux variables autresque 
-^"î ?2» ^^2» •••♦ Vi^ y^iy ^^s polynômes différentiels du second ordre égale- 
mont dépourvus de différenciations par rapport à a?». 

C est dans les équations ainsi écrites que nous devrons substituer les 
valeurs 

(97) ? = H log Oîn -h î^, 7) = H log a?„ -h Tlp ^ = Z\0gXn + Ki 

des inconnues. Le facteur log Xn devant être traité comme une constante 
dans toute différenciation par rapport à une variable autre que x^ on aura 
évidemment comme résultat 

(»«> ' - ^- + l [ 2,f - o'. (H) + V. (H) H- ,'. (Z)] + ... = 0. 



(I) Plus exactement, pour obtenir ce résultat on devra s'arranger pour que toutes 
les multiplicités Wn = const. soient de^ caractéristiques et opérer un changement 
d'inconnues dt-fini, non par les fo: niules (52), mais par les formules (B3), les fonctions 
A>, l£, Cy À)' ^' C"' étant égales, pour tout système de valeurs de x^ x*, ... a?„, aux 
coeiÛcients a„„, 6„„, Cn„, a'nny ô'nm o'»». 
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CHAPITRE VU 

'avons écrit que les termes en —^ et en -;- . La disparition des 

dans les deux premières équations montre que S et H doivent 
avec ocn : c*est ce qui correspond aux formules (96). Dans ces 

, la disparition des termes en — dans la troisième équalîon exige 

it pour n = 0, 

X'.(Z) = 0. 

qualion aux dérivées partielles trouvée tout à l'heure, qui détermine 
ulion des valeurs de Z sur la multiplicité orn = 0. Si elle est 
lotre troisième équation (à laquelle se réduit ici la combinaison 
rmce au n** précédent) ne contient plus d'autres termes singuliers 
rnies logarithmiques. 

is qu'il en est de môme des deux équations restantes. S et H étant 
aloment, on a 

1, et H, de nouvelles fonctions régulières. 11 vient alors, en égalant à 
rmesen — (lesquels, moyennant les relations (99) sont fournis tant 

rmes en — que par ceux en -^- des deux premières équations (98), 

CVn X n 

2. + 7.i(Z) = 0. 
H. -t-x'.(Z) = 0. 

jnnu pour Xn= 0, les deux relations 'précédentes font co7inailre 

rs initiales de S, et de Hi, c'est-à-dire de ~ et de ;- — . 

* ** ^r„ ^Xn 

s nous rappelons que H, II, Z doivent former eux-mêmes une 
du système donné (afin de iaire disparaître les termes logarith- 
nous voyons que nous sommes conduits à déterminer une telle 
en nous donnant les valeurs de nos trois inconnues et des dérivées 
s de deux d'entre elles sur la caractéristique Xn = 0. Or, nous 
i au n" 32«1 qu'à ces données nous pouvions adjoindre les valeurs 
une multiplicité sécante à la première. 

il existe une infinité de solutions de la forme (97) dépendant 
Kiclion arbilraire de ?i — 1 variables et d'une seconde fonction 
e de ?i — 2 variables puisque Z peut être choisi arbitrairement en 
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tous les point d'une multiplicité n — 2 fois étendue située sur notre carac- 
téristique et coupant chaque bicaractéristique en un point. 

3o0. — Nous serons conduits aux ondes qui interviennent dans la 
théorie des mouvements périodiques si nous donnons à la fonction F la forme 

F (n) = sin |Jin 

fji étant un paramètre arbitraire, 

La fonction F ainsi choisie est holomorphe, quel que soit {x et constam- 
ment comprise entre -f- i et — i . Elle ne rentre donc pas, à proprement parler, 
dans la catégorie qui vient d'être envisagée. Cependant — et c^est là une 
notion qui acquiert une grande importance dans beaucoup d*appIications 
physiques de l'Analyse — tout en étant théoriquement toujours réguh'ère, 
elle doit être considérée comme pratiquement singulière lorsque jx a de 
grandes valeurs : elle présente, en effet, un cerlain nombre de propriétés 
qui la rapprochent des fonctions pourvues de singularités. Elle est toujours 
continue et n'offre jamais de variations brusques, au sens absolu du mot ; 
mais elle passe cependant de la valeur 4- i à la valeur — i lorsque sa 

variable indépendante II s'accroît de la petite quantité — . Elle a une dérivée, 

laquelle n'est jamais infinie ; mais les valeurs de celle dérivée sont très 
grandes par rapport à celles de la fonction, savoir de Tordre de jji ; celles de 
la dérivée seconde sont de même très grandes comme |i^ ; etc. 

D'après cela, si (en nous bornant au cas d'une seule inconnue) nous sup- 
posons que l'équation (63) a une solution de la forme (*) 

(100) ^ == Z sin |Jin -i- z^ 

et si (JL est très grand, les dérivées de n, de Z et de Zj (ainsi que ces quan- 
tités elles-mêmes) n'étant pas très grandes, il faudra que dans le premier 
membre de Téqualion (86), les termes en F'^, qui sont de l'ordre de ji^, et 
les lermes en F', qui sont de Tordre de (ji, s'annulent séparément. La pre- 
mière de ces conditions donne 

(120 A = 

et cela, celte fois, pour loule valeur de H, de sorte que les multiplicités 
n = const. doivent être des caractéristiques. 



(1) Rien d'essentiel ne serait modifié si nous remplacions le terme unique Z sin [jlQ 
par la somme Zj sin |jlII -f Zi cos \lIî, 
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CHAPITRE VII 



!8 termes en F' donnent la condition (89) avec Jb= 0, par conséquent, 
itroduisant la variable bicaractéristique s définie par les équations (14) 
Î83). 

l) g-^MZ = 0. 

versement, supposons les fonctions n et Z déterminées, la première 
l'équation (12'). la seconde par Téquation (101). Alors le résultat de 
tilulion, dans Téquation donnée, du produit Z sin fiU se réduira à 
a {jlH, en posant 

Q = ^(Z). 

3US aurons donc à déterminer z^ par Téquation 

% pour les diverses équations aux dérivées partielles du second ordre 
iractéristiques réelles) que Ton a pu intégrer (comparer n° 330), on 
taie, pour Téqualion à second membre 

J est une fonclion donnée de x^, x.^, ..., a7„), l'existence de solutions 
îsentées par des sommes d'intégrales n"/>'<?* ou n — Ihp'w de la forme 

\) j I '" I ï^Ki. •••» J^n) G(.r„ x,, ..., a^n, a?',, ..., a?'„) (/t 

est calculé a priori, indépendamment de la fonclion (f et où d-z est un 
eut de multiplicité n fois ou n — i fois étendue, décrite par le point 

mr obtenir une solution de Téquation (102), nous devrons remplacer ^ 
- Q sin fjitl. 

ipposons que les fonctions Q et G satisfassent à des conditions analogues 
les de Dirichlet, je veux dire que leurs variations totales (*), sur une 
j quelconque finie, ne soient pas très grandes par rapporta ces fonctions 
•mêmes. Alors la théorie des séries trigonométriques (*) nous apprend 



Jordan, Cours d'Analyse^ 2® édition, tome I, n« 61, page» 54 et sui?. 
Jordan, Ibid. tome II, ch. iv ; Picard, Traité d'Analyse, 2c édition, U)me I 
rtie, ch. ix. 
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qu'une intégrale de la forme (103), porlanl sur la fonction QG sin ^lU^est très 
petite par rapport aux valeurs de Q et de V ordre de - • 

Supposons enfin que Q = ^ (Z) soit du même ordre de grandeur que Z 
lui-même. On voit alors que, des deux termes de Texpression (100), le 
second est très petit par rapport au premier. La solution se réduit donc 
sensiblement dans ces conditions, au produit Z sin {jlH. 

Cette quantité éprouve, d'après sa forme même, des oscillations pério- 
diques d'autant plus rapides que fx est plus grand, et les points de phases 
correspondantes sont situés sur des surfaces TI = const., c'est-à-dire sur 
des caractéristiques. 

351. — Revenons maintenant à la détermination de Z. Une fois n choisi, 
Z est assujetti à l'équation différentielle (101). 

Or celle-ci ne fait connaître que les rapports mutuels des valeurs de Z 
aux différents points d'une même bicaractérisiique. Elle n'établit aucune 
relation entre les valeurs prises par cette fonction surdesbicaractéristiques 
différentes. 

Donnons-nous arbitrairement, par exemple, une région de l'espace à n 
dimensions, et considérons l'ensemble des bicaractérisliques qui traversent 
cette région : ce qu'on pourrait appeler un pinceau de bicaractéristiques. 
Rien ne nous empêchera de supposer Z différent de zéro sur les bicarac- 
téristiques du pinceau et nul partout ailleurs. 

Les bicaractéristiques sont d'ailleurs bien, d'après ce qui précède, les 
seules lignes qui possèdent cette propriété. 

Or, dans celle-ci, nous reconnaissons bien le caractère essentiel par lequel 
les rayons interviennent physiquement. Klle correspond d'ailleurs d'autant 
mieux à une propriété de la solution (100) que [i est plus grand et, par 
conséquent, Si plus petit : et c'est bien, en effet, pour les oscillations 
extrêmement rapides, comme les vibrations lumineuses, que la propaga- 
tion par rayons est la plus nette. 

11 faut observer, toutefois, que, dans les régions où Z variera rapidement, 
les conclusions seront modifiées, z^ cessant d'être négligeable {diffraction). 
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et de y. Si la ligne donnée L (sur laquelle z^^ z^, ... *„ doivent s'annuler) 
n'est pas tangente à une caractéristique au point aux environs duquel 
nous nous proposons d'étudier le système des fonctions z, on |>eut admettre 
que Taxe des y est la tangente en ce point, les équations conservant la 
forme précédente. 

On peut, de plus toujours exclure, par une transformation évidente, le 
cas où il y aurait inflexion en et admettre par conséquent, que notre 
ligne tourne sa convexité d'un côté déterminé de Taxe des y. Le choix de 
ce côté est même à notre disposition. Supposons, pour fixer les idées, que 
nous avons choisi celui des od positifs, ou côté droit. 

Le système adjoint de (1) est 

Çi{u) = S - 2 4 (A*.«*) - ^ B««, =. (» 



ou 



(2) ^i{u) --= g - 2 A« "S - 2 P««* = 0- 

h ^ k 

(3) p«=-B«-?|^ 

Il donne lieu, avec le système donné, à l'identiié 



(4) 



OÙ l'intégrale double est étendue à une aire quelconque du plan des a^y et 
rintégrale simple au contour de cette aire. 

Les fonctions P seront, comme les A et les B, analytiques et holomorphes, 
par conséquent développables en séries de Taylor ordonnées suivant les 
puissances de œ — ^o» !/ — ^o» ®" désignant par ^q, i/q les coordonnées 
d'un point quelconque voisin de 0. De plus, les rayons de convergence 
associés (^ ) de ces développemen ts ne descendron t pas au-dessous l'up.e certaine 
limite fixe lorsque le point, (oi:^^, y^) variera dans lé voisinage de 0. Comme 



(*) Voir BoRBL. — Leçons sur les séries à termes positif Sy p. 
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TM) NOTI-: I 



\ 



Ips fonctions correspondantes reslcnlGnias, l'un quelconque des développe- 
meuU en question admettra une série majorante de la forme 

(5) " 



M, r, / étant indépendants de x^, y^. 

Dans ces conditions si, sur la droite j? = x^, nous nous donnons des va- 
leurs desu, soit Ui = fi (y), ces valeurs étant analytiques et holomorphes et 
leurs développements suivant les puissances de y — ^^ admettant la séné 
majorante commune 

p 

(6) î- , 

H 

(P» R constants) les raisonnements classiques relatifs aux équations aux 
dérivées partielles nous apprennent (*) Texislence d'une solution holo- 
roorphe du système (2) prenant sur la droite x = œ^ les valeurs données. 
De plus, les développements des fonctions u ainsi obtenues convergent 
pour 

{x — a?o) < p, {y — yo) < ?' 

p, p' dépendant de M, r, r', R, mais non de P : on peut, en effet, donner à 
cette dernière quantité une valeur arbitraire en multipliant les valeurs /'{(y) 
par un même facteur, lequel se retrouvera dans les valeurs des inconnues 
et ne modifiera pas les rayons de convergence de leurs développements : p, p' 
sont, par exemple, supérieurs aux valeurs qu'ils prendraient si l'on rempla- 
çait tous les Aiity ^ik par la fonction (5) et tous les fi par la fonction 

(cas où ces valeurs pourraient être aisément écrites, les u s'obtenant alors 
par intégration directe). 

Choisissons arbitrairement R, ce qui nous permettra de calculer p, p' 
puisque M, r, r', sont connus. Donnons enfin à 0?^ une valeur inférieure en 
valeur absolue à p et telle que la droite x = x^ intercepte sur notre ligne 



(1) Jordan. — Cours d* Analyse, t. III, chap. III. — Goursat, Leçons sur Vintégra- 
lion des opérations dérivées partielles du premier ordre, p. 2-8. 
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un arc PP' (fig..2i) entièremeni situé dans le domaine où les considéra- 
tions précédentes sont valables. 

Supposons maintenant que le système (1) admette une solution telle que 
tous les z soient nuls sur Tare, cette solution étant définie dans le voisinage 
de cet arc et en particulier dans toute la région 
comprise entre cet arc et sa corde. Nous appli- 
querons la formule (4) au contour de l'aire ainsi 
définie en prenant pour les x les fonctions dont 
nous venons de supposer l'existence. 

Quant aux t^. ils seront définis de la façon 
suivante : soit Ft(^) la série des valeurs prises 
par Si le long du segment de droite. Nous 
pourrons trouver (pour chaque valeur de i) un 
polynôme fi {y) qui ait, avec F^, une différence 
Oi(y) partout inférieure en valeur absolue à un 
nombre e aussi petit que nous le voulons. 

Nous prendrons pour les Ui la solution du sys- 
tème adjoint telle que tCi se réduise sur la droite 
^:fi(y)' Les polynômes'/; pouvant évidemment 
toujours être regardés comme admettant des majorantes de la forme (6) les 
Ui existeront et seront bolomorphes dans toute notre*aire d'intégration. 

Dans le second membre de (4), Tintégrale relative à l'arc PP' sera nulle, 
puisque tous les z s'annulent le long de cet arc. Sur la corde de PP', dx 
étant nul, l'élément d'intégration se réduit à 

2 UiZidijr^dy V Yifi^dy [^ V\ + ^ F.o, j. 

'intégrale / f ^ Fi(t/)n c?y; H. le 

des Fj ; /, la longueur PP' : il est clair que l'intégrale considérée différera 
de 1 d'une quantité inférieure à ne 11/. Elle ne pourra donc être nulle si 
Ton a 




Soient 1 l 



maximum du module 



e< 



nflr 



Comme e est arbitrairement petit, on pourra toujours supposer cette iné- 
galité vérifiée, et la formule conduira par conséquent à une contradiction 
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NOTE I 



[ = 0, c'esl-à-dire dès que les F ne seront pas lous 
audra donc bien que Ton ait partout du moins à 



S'i — Z^ — ••• ^n — U, 

braire sous la condition x^ < p. 

conclusion pour les points situés à gauche de L, il 

Lin changement de variables, le sens de la convexité 

dent se généralise de lui-même au cas d'un nombre 

indépendantes. S*il y en a trois, par exemple, les 

nt relatives à une surface à laquelle il suffira de 

lent de variables) des courbures de même signe et 



ramener le cas d*une équation quelconque à celui 
5iu moyen du lemme suivant : 
) une fonction qui admet dans un certain domaine 
mtinues jusqu'à un certain ordre p. Si y^, i/j, ... 
)elle série de variables en même nombre que les 



ynné 

+ (2/2 — ^2) ?2 -+• — -*- (3/m — Xm) ^rn 

ent des fondions de x^, a?^, ..., a?,„, ?/„ y^, ... , y^ 
•5 dérivées jusqu'à tordre p — 1. 
proposition, on commencera par supposer m = { : 
que, pour F continu ainsi que ses p premières 



F(.v,)-F(:r,) 
2/1 — ^1 

3 dérivées partielles, par rapport à ^j et à y,, jusqu'à 
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Pour passer delà au cas général, il suffira d'à ppliqu or la conclusion ainsi 
obtenue à chacun des termes de la somme. 

[F(t/p cc^, a?,. ..., x,„) — F(a7,, x^. x^, ..., a?,»)] 
-+- L^(.yi»y«' ^3» •••»aT„) — F)2/,,a'„a?„ .. , JTm)] -i- ... 

H- [^(Vxi 2/i» •••' 2/m) - FO/l, !/i» ..., 2/m-l. ■Vm)]. 

Si d'ailleurs F est analytique, il sera de même de o,, Oj, ..., 'f„,. 

Pour x^ = y,, x^ = î/j, ..., a?,,» = y,,,» ces fonctions ont évidemment les 
valeurs 

Cela posé, soient 

(8) ^{z) = ¥ {x. y, z, p, q, r, 5, = 

une équation aux dérivées partielles du second ordre définissant z comme 
fonction de a? et de y ; 5 et 2:' = ;ar -h w deux intégrales de cette équation, 
lesquelles coïncident ainsi que leurs dérivées tout le long d'une certaine 
ligne L. On aura 

Mais d'après le lemme précédent, la relation 



'(^, y, 



"' i>^-S5' ^^s^' ^-^^' ^-^s:^' ^-^o7J 

— F(a:, y, «-, p, g, r. 5, = 
pourra se mettre sous la forme 

a, 6y ..., / étant des fonctions continues et dérivables de Xy y de z, u et de 
leurs dérivées : c'est-à-dire (si z ei u sont eux-mêmes supposés dérivables 
jusqu'à un certain ordre) des fonctions continues et dérivables de x et dey. 
Tout revient donc à savoir si cette équation linéaire en u peut admettre 
une intégrale nulle ainsi que ses dérivées premières et secondes tout le long 
d'une ligne déterminée L sans être identiquement nulle — ou, du moins, 
sans être nulle dans toute une région avoisinant L. 

HADAMAno 23 
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NOT£ I 

qu'en tout point où u est nul ainsi que ses dérivées pre- 
es, on a, d'après les relations (7), 

ôr 55 ô< 

« 

1 tel point, les caractéristiques de Téquation (9) sont tan- 
3 la proposée. 

rait dès lors résolue, par la démonstration de M. Holmgren, 
était à coefficients analytiques. Mais nous ne devons pas 
1 soit ainsi, même si F est elle-même analytique. Nous 
comme nous Tavons dit en commençant, supposer que 
it z' ne possèdent pas cette propriété, laquelle ne saurait 
tir aux coefficients a, &, c, ... . 

lécessaîre d'étendre le raisonnement de M. Holmgrjn aux 
es noa analytiques. Celte extension n*est faito jusqu'ici que 
ni où les caractéristiques de Téq nation (9) — et, par con- 
ie l'équation donnée — sont réelles et distinctes. Dans ce 
raisonnements du n* 1V4 s'appliquent, la fonction de 
t toujours être formée par la méthode des approximations 
olre conclusion est donc alors démontrée. 



RBOUX, leçons sur la théorie des surfaces, lome IV. 
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SUR LES GLISSEMENTS DANS LES FLUIDES 



Nous avons vu, au chap. V, que, outre les ondes (lesquellos n'oxisicnt 
que dans les (luiJes compressibles) les fluides quelconques, compresî'ibles 
ou non, peuvent présenler des disconlînuilés slaliunnaires. On sait d'ail- 
leurs que celles-ci peuvent être absolues, c'est-à-dire que deux porlions du 
fluide peuvent glisser Tune sur l'autre à la Taçon de deux corps différents. 

Depuis Helmhollz, qui, le preoiier, a attiré l'attention sur cette catégorie 
de mouvements (*), ceux-ci jouent un rôle important dans plusieurs 
théories hydrodynamiques ; leur existence e^t invoqtiée pour expliquer 
diverses circonstances paradoxales, tels que récoulement des liquides en 
présence de parois anguleuses, ou encore le résultat connu sous le nom do 
paradoxe de d* Alemb&iH (absence de résistance opposée par un liquide à 
un solide symétrique par rapport à un plan perpendiculaire à la direction 
du mouvement). 

De telles explications souffrent toutefois une objection commune, à 
laquelle nous avons déjà fait allusion dans le texte (ch. V). Les glissements 
dont nous venons de parler sont, en effet, possibles, en ce sens que rien (eu 
Tabsence de viscosité) ne s'oppose à leur persistance, une fois qu'ils se sont 
produits entre deux régions quelconques du fluide ; mais nous allons voir 
que leur naissance est impossible, du moins dans les conditions où se 
place l'Hydrodynamique rationnelle. 

Si même, sur une surface de glissement, la vitesse de glissement est 



(*) Monalsber der BerL Ac. der Wissensch ♦ 23 avril 1868. 
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NOTE II 

ïlermiaé à rinstaat tç^, elle restera nulle ealre les 
ut instant ultérieur. 

ilîei de (enîr compte de la restriction que nous avons 
ncé il y a un instant. On rencontre, en eiïet, dans 
iurels, des cas qui échappent au raisonnement que 
*, comme à tous ceux qui reposent sur les équations 
lynamique telles que nous les avons écrites dans le 
311, par conséquent, rien n'exclut plus la production 
lues au cours du mouvement, 
lesquels, la pression s'annulant, des cavités se creu- 
dans la masse fluide considérée. Ces cavités se 
>ar des remous dans lesquels les molécules apparte- 
rentes se mélangent entre elles, de sorte qu*il devient 
en aucun point l'hypothèse de continuité du n^ 4S. 
prouver est donc simplement qu'une telle singularité 
ue, pourvu que les hypothèses qui servent de base à 
ionnelle cessent d'être vérifiées (*)) sont nécessaires 
L se produise dans une période quelconque du mou- 
lit pas avant cette période. 

pose sur ce fait, constaté au n" !244, que (moyen- 
mdamentales en question) à chaque instant d'un 
lut d'accélération est normal à la surface S, le long 
uité a lieu, 
rmer les équations différentielles qui expriment cette 

tes notations qu'au n^ 240, nous désignerons 
ts curvilignes prises sur S, cousidérée dans son état 
lées cartésiennes x, y, z d'une molécule de Sappar- 
ront des fonctions de ^, "n et du temps t : 



es de l'Hydrodynamique sont «également modifiées dans le 
ilui-ci ne paraît pas pouvoir être invoqué pour expliquer 
ts, car il a pour eHet, au contraire, de détruire ceux qui 
uent. 
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SUR LES GLISSEMENTS DANS LES FLUIDES 33'ï 

Il en sera de môme des coordonnées xf if z' d'une molécule de S appar- 
tenant à la région 2 ; mais les expressions seront di(Téren(es dans les deux 
cas. Puisqu'il y a glissement le long de S, la molécule de la région 1 qui 
avait, dans Tétat inilial, les coordonnées curvilignes $, r^ coïncidera, à l'ins- 
tant f, celle de la région 2 qui avait, dans Télat initial, les coordonnées $', r/ 
(en général différentes des premières). Si ç' et t^' sont donnés, $ et ti seront 
des fonctions de ^ qu'il suffira de substituer dans les équations (1) pour 
avoir le mouvement de la molécule {a/, 3/, z'). 

Ce sont ces fonctions que nous avons à étudier. 

L'accélération de la molécule (a?, y, z) s'obtiendra en différen liant deux 
fois les formules (1) par rapport à /, sans faire varier ^ et r\ ; elle aura pour 
composantes 

b^x ôV ô_^? 

L'accélération de la molécule (a/, y', z') s'obtiendra en substituant, au 
contraire, '1 ?, ^j, leurs valeurs en fonction de t : elle aura pour compo- 
santes 

dl' ~ H^ "^ oî dl^ "^ ô7^ di' "^ SJ^- \^ij -^ - ^ji5^^ ^-^ ^^ -^ j^s (^^^ j 

" ôî</i rff "^ "^ ôy(/^ di ' 
d}£ _^hi hy (^ .^l d\ hhj nlly ^^y d\ dti i>2y /^^ N 2 

dt' ~^ U' "^ ô$ dt^ "^ ôTi rf/^ "^ ôl* U</ ôîôti rf^ (/} ^ SV \ rf^/ 

-1. 2 ^^ -^ -4- 2 ^'-^ ^'^ , 

dt^ " U^ ôj di^ "*■ ôr, à/2 "^ «^^2 U// " ôlî>^ di di ôV \(i/; 

_L.2 -- -^ -^-9 -— ^. 

Il suffira de faire passer dans les premiers membres les termes 

n2^ 0*1/ X^Z 

1*^' "^' /« pou'* o^^^"*ï*» ^"^ seconds membres, les composantes du saut 

d'accélération. Nous écrirons que le segntent ainsi obtenu est normal à S 
en écrivant qu'il est perpendiculaire aux deux directions 
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NOTE U 

ux relations 



,ô;/ "^ dF ' ^ \oî hrj "^ [dt) ' 2d \i>i Oi^J 

~^ "^ di dt ' Zi [vi i>ï^) "^ Uï/ • -^ Uî ^v 
;; :>u "^ dt' • 2- ^s^y "^ [dtj - ^ Urj ô;v 

'^ " dt dl ' Z \^T, i^jorj "^ \c^i7 • ji^ \àTi ôr^V 

^ " dt'^ V>i ^^^^^/ o?r .iid Wj ôTiô// 



gnifient qu'il faut remplacer, clans les dérivées partielles, 
z et ajouter les trois expressions ainsi obtenues, 
introduire ici les coefficients 

lire 

rinstant considéré : ce sont eux qui figurent comme coeffi- 

îs secondes de ; et ^i, dans les équations précédentes. 

BUTS dérivées parlielles pcrmetlent d'exprimer les coefli- 

" dt ut* [dtJ '' 



savoir 



~ 2 iVTi' * j^^ Ôt, ô;.^t) ""2 8;' .^ Stj i>T]2 ~~ 2 Ô^' 

également d'exprimer deux des coefficients de-r^» -~ : 
la première équation : 

^ 'Y^ (\r i^^x i^K 
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SUR LSS GLISSEMENTS DANS LES FLUIDES 359 



et celui de-v? dans la seconde 
dt 



'1 






Mais il n\'n est pas de même des deux coefûcieuts restants 

Leur somme seule peut se calculer à Paide des coefQâenls ^3) : elle est 

égale à--. 

Il élait d'ailleurs évident a prion que, dans les équations (2), devait 
s'introduire un élément distinct de la forme de la surface S. En effet, le 
mouvement d'une molécule {x\ %f ^ js') peut êlre considéré comme résultant 
du mouvement de la surface S prise dans la région 1 (c'est-à-dire celui des 
molécules (x, y, s) ) et du mouvement de (a/, y', z') par rapport k[(x, y, z): 
le premier de ces mouvements pouvant être regardé comme un mouvement 
d'entraînement et le second comme un mouvement relatif. Or on sait que, 
dans la théorie des mouvements relatifs, les accélérations ne se composent 
pas linéairement comme les vitesses : si, par exemple, le mouvement d'en- 
trainement était celui d'un système invariable, on aurait à tenir compte de 
Taccélération complémentaire de Corioli s, laquelle dépend de la rotation 
instantanée de ce système. On doit donc s'attendre à Tinlervenlion d'une 
rotation de cette espèce dans la question actuelle, et même le théorème de 
Coriolis auquel nous venons de faire allusion nous indique la partie de 
cette rotation qui jouera vraisemblablement un rôle. Si, en effet, la rota- 
tion en question était tangente à S, comme il en est de même de la vitesse 
relative, le théorème de Coriolis (en le supposant applicable) donnerait une 
accélération complémentaire normale. Comme l'évanouissement des com- 
posantes ianyentielles du saut d'accélération nous intéresse seul, nous 
ne devons avoir à utiliser que la composante normale de la rotation. 

Il e9t aisé de voir que les choses se passent effectivement ainsi : il sufGt 
de décomposer le mouvement de S en une déformation pure et une rota- 
tion, comme nous l'avons fait aux n^' 51 et 62. Il est vrai qu'au lieu 
d'une déformation de l'espace, nous n'avons ici que la déformation d'une 
surface ; mais, pour ramener ce dernier cas au premier, il suffit d'imaginer 
que la surface S entraîne avec elles ses normales, chacune de celles-ci se 
déplaçant comme une droite invariable. On pourra alors écrire, on dési- 
gnant par le symbole d les différentielles qui correspondent à des déplace- 
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NOTE U 



considéré ; par u, v, w, les composantes de la 
p <p une forme quadratique en dcc, dy^ dz, 
sous la forme 






Si' 



w 



— ^\ 
-uj' 



dx, dy, dz proporliounels successivemenl à 
1 aura 



1 






-^1- 






1 


(1) 


-3- 








1 




-"1- 








S est 


rempl 


acé par tj 








trois 


; premières de 


ces équa 


tions 


respeelive 


îs ilr 


rnif^rp 


5 nar -^ . 


ôî/ (>^ 


pt rfîh 


*anp.hnn<« h 



oduils de la somme des Irois premier.-?. Les 
véesde <5 s'élimineront el il restera 



p q r 

^x ^y ^z 
c^f Sî ô^ 

ÔJC 01/ oz 

ÔY) ÔT^ Ô7) 



= 2 R v/EG~— FS 



ante normale de la rolalion (p, 2^, r). 
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Donc cofin, les équations (2) s'écrivent 

'^ dl*'^^dF^2^\- ôî ~ ôïi"j \dl) '^^'îldïdl'^ î>ri [dtj j 



(5) 



C^2«)i 



ôGrfr, 



= 0. 



Lorsque la surface S est Oxe ainsi que les molécules de la région 1 situées 
sur celle surface, les deux équations que nous venons d'obtenir se réduisent 
à celles qui défînissenl le mouvement d'un point sur S, en Tabsence de 
force accélératrice; ce qui était évident a ^nori, puisque ces dernières s'ob- 
tiennent en exprimant que l'accélération est normale. 

Dans tous les cas, si le mouvement, du milieu 1 est donné, celui des 
molécules x\ i/, z' est déterminé parles équations (5) lesquelles sont de la 
môme forme que les équations de la dynamique à deux degrés de liberté, 
en ce sons que les dérivées secondes de ? et de t) sont exprimées par des 
polynômes du second degré par rapport aux dérivées premières (*). 

D'autre part, les équalions (5) étant toujours résolubles par rapport à 
ces dérivées secondes (puisque EG — F* est toujours positif) et admettant 
la solution ?= const., yi = const., il résulte des théorèmes généraux 
relatifs aux équations différentielles que J et tj sont forcément constants 
si, à un instant déterminé quelconque t^ leurs dérivées sont nulles^ c'est- 
à'dire si^ à cet instant^ il ny a point de saut de vitesse. 

Ceci pourra d'ailleurs avoir lieu en tous les points de la surlace S — et alors 
celle-ci ne sera pas une discontinuité absolue — ; ou seulement en certains 
points Je celle surface, et alors les molécules de la région i situées en ces 
points cuïucideronl, dans toute la suite du mouvement, avec les molécules 
correspondantes de la région 2. 



(1) Si Ton substiluait à l'une des portions du fluide une paroi solidd aniai(!e du 
même mouvement, le mouvement des molécules de la partie fluide ne serait pas 
changé. Il n'en résulte pas, bien entendu, que les équalions (5) soient applicables au 
mouvement superficiel d*an fluide limité par une paroi quelconque. Il n'en est ainsi 
que dans le cas où le mouvement de cette paroi est celui qu'elle prendrait d'elle- 
même si on la supposait fluide, de même nature que le milieu qui la touche et 
soumise aux pressions de ce milieu. 
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RBILLONS PRODUITS PAR LES ONDES DE CHOC 



li aux n*" ![^54-255 que la présence de discontinuités du 
leitail pas en défaut les théorèmes classiques de Thydro- 
s à la conservalion du potentiel des vitesbes ou des tour- 
Qs nous propober de rechercher Teffel produit à cet égard 
inuité qui se j)ropagc est du premier ordre. Nous emploie- 
itégrale 



/ 



udx -h vdy -h wdz 



ise le long d*un contour fermé C. 

de forme entièrement arbitraire, nous pouvons supposer 
ue pendant les . 

verse la surface 
amais rencontré 
X points. 
3 les deux points 
n instant déter- 
)uur état initial 
1 à cet instant ; 
B' les positions 
; de rencontre à 
ces points seront 

nouvelle surface d'onde S'o, située à une di:>taoûe ^dl 




Fig. 



Digitized by 



Google 



SUR LES TOURBILLONS PRODUITS PAR LES ONDES DE CHC 

Pour évaluer de combien a varié la circulation pendant l'inle 
temps dt, nous considérerons séparément : 

\^ Les deux arcs BA, A'B' [fig. 25) dont le premier appartient, 
tout rintervalle de temps considéré, à la région 1, le second à la i 

2<* Les deux petits arcs AA', B'B qui passent d'un élat à laulre 
le temps dt ; 

Plaçons-nous dans le cas le plus simple, celui où Ton ne lient pa 
de l'objection d'Hugoniol et où, par conséquent, la pression et le 
sont liées par la loi de Poisson ou, plus généralement, par une 
ayant la forme (13) du n"" 131. 

La variation relative à Tare BA est donnée par les considérali< 
siques qui servent à établir le théorème des tourbillons (*). Elle est 
produit de dt par la diiïérence des va'curs que prend, aux points 
lu quantité 



(1) a u = ^-t-'J-±Ji'' -^y- I^P 



■/• 



où V est toujours le potentiel des Forces pondérales et où le demie 
que nous désignerons par — P, est comme on sait, dans nos hy 
actuelles, une fonction de p. 

De môme la variation de Tiulégrale prise suivant Tare A'B'est U 
do dt par la différence des valeurs que prend la quantité Q aux j 
et A'. 

La somme de ces deux termes donne (en supposant le contour 
dans le sens A'B'BA) 

'2) dl (Q^ - Q3 + Q3. - U^O ^dl[Q^- Q^. - (Ob - Q„.) 

OÙ, dans chacune des diiïéiences Q^ — Q^., Q^^ — Q^^ on peut U 
traction du terme V, qui est continu au passage de Tonde. 

Occupons-nous muinlenautde bipartie relaiiveà lare AA'. Soiei 
^11 ^i» ^i> ï^i ïes coordonnés et les comportantes de la vitesse d'un 
cet arc dans l'étal 1 ; a?,, y,, z^, u^, v^, u'g, le? mêmes quantités co 
dans Tétai 2 : on aura, 

( u^--= u^ — )v8 
(3) \ v, = v, — ix^ 

(') KiKCUuoFF, Mécanique, 15® leçon. 
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iules (9) du n"" 55, 

dx^ = dx^ 4- X(ac^, -h ^dy^ -H ^(dz^) 
dy^ = dyi -+- \i{%dXi -f- ^dy^ -h ^dz^) 
dz^ = dz^ -t- v(aci?jrj 4- p^yi -h ^^^i) 

urs par X, [i, v, les composantes de la disconliDuité et 
jalion rapportées à Télal initial (c'est-à-dire à Télat de la 
^, Y l^s cosinus directeurs de la normale à Tonde, 
n multipliant respectivement les quantités (3) par les 

)dz2 = u^dXi 4- V, dy^ -\- w^dz^ — ^(kdx^ -h V^dy^ H- vJr,) 

— (X» -f- jJi* 4- v«)e (ac?a?i H- Prfy, -h ïrf^i). 

comme un infiniment petit, les intégrales prises suivant 
impie, se réduiront aux difîérentielles correspondantes. 
Ix^ H- ^dy^ 4- Yû?Zi, projection normale de Tare AA', ne 
, distance des deux surfaces d'ondes dans Télat initial. 
4- |JLCi?y, 4- vû?<2r, se ramènera à la précédente si nous 
par leurs valeurs /a, ^P, ^|'(où l est la grandeur de la 
le sera égale à l^dt^ pendant que Xw, 4- ^r, 4- vw^ 
(où V|„ désigne, comme au n° 103| la composante 
sse dans l'état 1). La variation de l'intégrale relative à 

^i ^Ui -H t^i c^-s^i — (Wj dx^ 4- r, dy^ 4- w^ dz^) 
= ^e î (^ 4- 1) - ï;i„ } dt, 

i^ pour fixer les idées, que la propagation a lieu de la 
gion 2 et que, par conséquent, les molécules atteintes 
de l'état 2 à félat 1. 
[ive à BB' aura une expression tout analogue, mais prise 



rssion (2), nous pouvons aussi évaluer la différence des 
aux points A et A' (ou aux points B et B') à l'aide 



11 viendra ainsi, comme au n^ 11^57, 



[^^^^4±^] = «.,„- 



2 * 
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La variation totale de la circulation, c'est-à-dire la somme des expres- 
sions (2) et (5), sera dès lors égale au produit de dt par la quantité 

(6) p,-p, + ;6'(^ + i) 

relative au poinl A, diminuée de la quantité analogue relative au point B. 
Utilisons maintenant les formules 

i = P-1 - I 
P. ' 

du n<> 256. T^ quantité (6) devient 

m n = p. _P, _&.-?. (i + l). 

Il est clair, dans ces conditions, qu'une fois le contour C complètement 
passé dans la région i, la circulation suivant le contour aura augmenté de 
l'intégrale curviligne 



(8) 



f... 



dans laquelle / représente l'instant où un point quelconque du contour 
aura traversé l'onde, la quantité IT correspondante élant calculée au mo- 
ment de ce passage. 

Supposons le contour C très petit et très voisin d'un poinl déterminé 
de la surface S. Rapportons le à trois axes rectangulaires 0$, Or,, OC dont 
les deux premiers soient tangents à S en 0, le troisième normal et dirigé 
vers la région 2. t sera alors une fonction de ^, t^, Ci et il en sera de même 
de n. L'intégrale (8) pourra s'écrire 

On sait que, pour obtenir les composantes du tourbillon, il suffit d'appli- 
quer à la circulation le long d'un contour fermé le tbéorème de Stokes» de 
manière à la mettre sous la forme 



//- 



(10) / I [p cos (n, $) H- ^ cos (n, ri) -^ r cos (n, î)] dl 
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NOTE III 

ace quelconque menée par le conlouret lîmilée à ce con- 
a normale en un point quelconque de 2) : les quanlîlcs 
les composantes cherchées. On aura donc les conn posantes 
Ion additionnel produit par le passage de Tonde en fai- 
!ul sur rinlégralc (9) : il vient ainsi 






tenons coiupte de ce que le contour est infiniment voisin 
5 devrons faire -y = — =0 (puisque les axes des ç et 

1"% à S) et -^ = ^ : d'où enfin les formules cherchée^ 



1 ^n 
i m 
r=0. 



Ire considérés comme des coordonnées curvilignes sur la 
I point quelconque, voisin de 0, peut être substitué à sa 
plan tangent en 0. Les valeurs de p et de q dépendent 
de la distribution des valeurs de n sur S : Il résulte des 
une onde de choc crée toujours des tourhil'ons par son 
ntité n nest pas constante sur Vonde à chaque instant. 
clair que, sur une onde prise au hasard, II ne sera pas 
que la relation entre la pression et la densité ne soit telle 
\ soit identiquement nulle. Mais c'est ce qui n'aurait lieu, 
le de s'en assurer, que dans le cas, dont nous avons parlé 

serait une fonction linéaire de p. 

nis, dans ce qui précède, l'exactitude de la loi de Poisson, 
au point de vue d'IIugoniot, la question perdrait de son 
les tourbillons, après avoir été modifiés au moment du 
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passage de l'onde, conllnucraîent à s'altérer dans le mouvement continu 
qui suivrait. La quantité k qui figure dans la relation 

p = Ap*" 

devenant en effet, variable après la discontinuité, la quantité — cesserait 

P 

d'être une différentielle exacte et la théorie générale des tourbillons d'ôlro 
applicable. 

Il est d'ailleurs aisé de calculer, môme dans ce cas, la variation instan- 
tanée du tourbillon. 11 faut toutefois observer qu*à cette variation instantanée 
viendra s'enjoindre une autre continue. Si donc nous considérons, comme 
tout à l'heure, notre contour C qui met, à traverser l'onde, un certain 
temps X (d'ailleurs très peiit en même temps que les dimensions de C), la 
variation qui se sera produite, pendant le temps t, dans la circulation le 
long de G, sera l'effi^t combiné des deux causes dont nous venons de parler, 
et non celui de la seule variation instantanée. 

Mais il est aisé de discerner le terme provenant de cette dernière de celui 
qui est dû à la variation continue. Ce dernier est, en effet, de l'ordre de St, 
où S est une aire limitée au contour C : il sera donc infiniment petit par 
rapport à la variation instantanée, qui est de l'ordre de £. 

Dans l'expression IIa — IIb, qui nous fournissait tout à l'heure, au fac- 
teur dt près, la variation élémentaire de circulation, une seule catégorie 
de termes devra être modifiée : ce sont les termes en P. Leur ensemble 
(P, — Pi)A — (Pj — PJb devra évidemment être remplacé par la différence 

des valeurs que Ton obtient pour l'intégrale f -^ lorsqu'on la prend de B 

en A sur la partie du contour C située dans l'état 1 ou sur la partie située 
dans l'état 2. 

Soit menée la surface S limitée au contour C, et que nous supposerons, 
pour fixer les idées, constamment composée des mêmes molécules. Soit a la 
ligne B A suivant laquelle S coupe la surface d'onde S au temps t. Nous 
remplacerons la différence des deux intégrales dont nous venons de parler 
par l'expression 



/(f'-f')- 



(12) 

En opérant ainsi, nous altérerons la différence en question d'une quan- 
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NOTE III 

ti(é, dans l'intégrale prise par rapport à t 
nnera un résultat de Tordre de St. lequel 
i a été dit plus haut. 

iJant à un point variable sur a et croissant 
î a compté à partir du point B. Nous pour- 
lées curvilignes sur £, Tinstant t où une 
irface est alteinte par Tonde et la valeur des 
lie moléculo sur la ligne a correspondante, 
position du plan des ;t), ou aura sensible- 



-0. ^- 



out instant /, postérieur, mais d'une qiian, 
itervalle de tomps t (et où, par conséquent- 
dans la région 1, sera infiniment voisine de 

la quantité (12), prise par rapport à ^ est 

Pi ^« Pi ^/ 

ir chaque molécule (ils doivent être, comme 

son passage à travers Tonde) et étant, par 

onnées $, r^, ï de cette molécule à TinstanKj, 



^'?5 a — A 9\ 



s dans Tinlégrale (14), il suffira d'employer 



(n, Ti), ^ ^* ^^ = "ô" ^^s d^f ^) 

3), pour mettre celle-ci sous la forme (10)» 
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le coefficient de cos (n, $) étant r- ( — ^ ^ ) et celui de cos (n, t,), 

»• 9 (pj ônri p, ori ùr, [_ 2 \p, pj/J j 

a - _ 1 Ll ^z'» _ i ^ _ ^ r ^» - P. /i + i\1 ) 

p = 

où on devra supposer p,, p„ p, et p, liées par la relation adiabatique dyna- 
mique (13) du no 257. Cette relation permet d'ailleurs de mettre les 
formules précédentes sous la forme 

P = — ! ^ (?,'"-' ^ - P. — ' ^■^) 

*^ (to — 1)6 Y* ô») i^' d>)/ 

= — R /t. alogA, _ ôJog^\ 

(m— 1)9\*' ÔT) ~*' d.) / 

1 / ™_, ôA, „ .bk.\ 

~(m — 1)6\,*« ô5 '■ 'ôT"/ 

où T|, T, sont les deux températures absolues, pendant que l'on a 

et que R désigne la constante qui figure au second membre dans t équa- 
tion (5) du n» f «5. 
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NOTE IV 



^ DANS LE CAS D*UN PISTON FJXE 



) IV (n° 180) qu'en cherchant à tenir compte 
:îstant du gaz (ce mouvement étant quelconque) 
on était conduit à un problème très diiïérenl 
as où le mouvement initial intervient seul et 
grande, grâce à cette circonstance que Ton a à 
'équation d'Euler (équation (46) n° 175) par 
igné inconnue du plan des ^T^. 
rticulier qui fait exception et où la question se 
slui où le piston est immobile (ou plus gêné- 
nent uniforme), 
du tube (par exemple pour a = 0) la quantité 

istante). 

ît el X seul initialemeiit, on a'ioujours a? = ut. 
quayitité z définie par la formule (30) du 

ner une solution z de Téquation d'Euler par 

= (ou pour ç 4- Tj égal à une constante 

il connues sur une certaine caractéristique 
suivant laquelle le mouvement cherché se 
il donné soit 
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SUR LA RÉFLEXION DAN8 LE CA8 d'uN PISTON 

Nous avons dit plus haut (chap. Vil) qu'un tel problème est possible et 
déterminé, pourvu que les données précédentes concordent au point du §3 

plan des $/j qui est commun aux deux lignes précédentes, c'est-à-dire lorsque 
Ton donne à r, la valeur t)^ et à ç la valeur Ç^ = 2t? — r^^. -^^ 

Pour en trouverai solution, traçons la seconde caractéristique î == Ço 
qui passe par ce même point et qui n'est autre que la symétrique de la r ri^ 

première par rapport à la ligne droite A représentée par l'équation Ç -h tj 
= 2v. Considérons la solution z de l'équation d'Euler qui prend, pour 
r^ =r Ti^, les valeurs données et pour $ = î^, des valeurs égales et de signes 
contraires aux premières. J'entends par là que, au point ({q, ï)), z aura une 
valeur égale et de signe contraire à celle qu'il prend au point {2v — y\, tqJ 
symétrique du précédent par rapport à A. 

D'après ce que nous avons vu au n" 172, en nous donnant ainsi les 
valeurs de z pour $ = îo à*une part, pour r^ = tj^ de l'autre, nous déter- 
minons une intégrale de l'équation d'Euler. 

Or il est clair que cette intégrale prend des valeurs égales et de signes 
contraires en deux points quelconques symétriques l'un de l'autre par 
rapport à A, c'est-à-dire dont les coordonnées $, ^ ; ?' ^' sont liées par les 
relations 

(1) J?'^2.^., 

La transformation ainsi définie ne change pas, en effet, l'équation aux 
dérivées partielles et change les signes des données initiales. Puisqu'elle 
change de signe lorsqu'on passe d'un côté à l'autre de A, l'intégrale z est 
nulle sur A : elle représente la solution ckerchée : solution que l'on déter- 
minera par la formule (40) du n** 17*Z. 

Il est aisé de mettre en évidence, dans le calcul auquel nous sommes 
ainsi amenés, le phénomène de la réflexion. Soient, en effet, u\ to' les 
valeurs prises par w et to moyennant les formules (27) du n° f 70, lorsqu'on 
donne à $ la valeur $' et à r/la vaUur t/. La transformation (1) que nous 
avons écrite il y a un instant correspond à 

u' = 2v — u, o>' ==: u». 

La nouvelle valeur de z étant ^ = — z, les nouvelles valeurs de 

a = — , de ^ = — et de 07 = wa H- t^^ — z seront 

(2) a' = ^a, t'=t 

(3) x' = 2vt — x. 
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NOTE IV 

iiide donné étant supposé correspondre à a > 0, 
(luîde toute semblable remplissant la région 
ons à ce second milieu un mouvement tel que, 
, on ail (3), l'ensemble du fluide réel et du 
le masse donl le mouvement satisfera à Téqua- 
. Ce mouvement, qui se calculera à partir de 
comme il a été expliqué au n*" 170, satisfera 
c = vt pour a = 0, de sorle que nous pourrons 
ler le pislon. 

lide ficlif est, à un inslant quelconque, symé- 
pondante du fluide réel par rapport à la cloison. 

n ainsi obtenue peut être sujette à la difficulté 
O et donner lieu aux singularités considérées 
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